Reprezentace Booleovskych funkci

Booleovskd funkce n proménnych je funkee f : {0,1}™ — {0, 1}. Reprezentace
Booleovské funkcee je libovolné kombinatoricka struktura, kterd funkci vyjadiuje.
Prikladem reprezentace je tabulka funkce, tj. vy¢et hodnot f(z) pro vSechny
prvky z € {0,1}". Tato reprezentace obsahuje vzdy 2" hodnot, a proto je pro
vétsi n velmi netspornd. Jiny piiklad reprezentace je Booleovskd formule nebo
obvod. Pro funkce, ve kterych Ize nalézt urcité pravidelnosti, mtize byt tato repre-
zentace podstatné mensi nez 2". Na druhé strané, protoze Booleovskych funkci n
proménnych je 22", tak p¥i jakémkoli zptisobu reprezentace existuji funkce, jejichz
reprezentace vyzaduje alespon 2" bit ke svému zapisu.

Pro kazdy model pro reprezentaci Booleovskych funkci zavedeme miru slozi-
tosti (velikosti) reprezentace. SloZitosti funkce pak bude minimélni sloZitost jeji
reprezentace v daném modelu. P¥i porovnavani riiznych vypocetnich modeld pro
reprezentaci Booleovskych funkci budeme jejich vyjadiovaci silu porovnavat tim,
7e budeme porovnavat mnoziny funkci polynomiélni slozitosti.

Kromé Booleovskych formuli a obvodi budeme mluvit jesté o reprezentaci
Booleovskych funkci pomoci rozhodovacich diagrami a jejich podtiid. Z téchto
podtiid se budeme zabyjvat read-once rozhodovacimi diagramy, usporadanymi
rozhodovacimi diagramy, které jsou zndmy jako OBDD (ordered binary decision
diagrams), a rozhodovacimi stromy.

1 Zakladni pojmy, disjunktivni a konjunktivni
normalni forma

Booleovskéd krychle dimenze n je mnozina {0,1}", jejiz prvky odpovidaji vSem
moZnym ohodnocenim proménnych z1,...,z, € {0,1}. Prvky krychle budeme
nékdy nazyvat body krychle. Jsou to vektory délky n, jejichz slozky budeme
nazyvat bity. Nulovy, resp. jednickovy, vektor budeme obvykle zapisovat jako 0",
resp. 1™. Daéle, pro kazdé i = 1,...,n budeme symbolem e; rozumét vektor, ktery
ma jednicku na ¢-té souradnici a nulu na ostatnich souradnicich.

Pro body krychle z,y definujeme Hammingovskou vzdalenost p(z,y) jako po-
Cet soufadnic, na kterych se vektory x a y lisi. Body krychle, které maji Hammin-
govskou vzdalenost 1 budeme nazyvat sousedni. Vahou vektoru budeme rozumét
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pocet jeho jednickovych soufadnic. Vahu vektoru x budeme znadit |z|. Plati, Ze
o = S0, s = p(0, 7).

Booleovska krychle tvori svaz, pokud zavedeme ¢asteéné usporadani x < y
pravé kdyz z; < y; pro i = 1,...,n. P¥islusné svazové operace jsou konjunkce a
disjunkce vektort po jednotlivych bitech. Vektory slozené z 0 a 1 lze reprezen-
tovat také pomoci mnoziny indexti, kde ma vektor hodnotu 1. V tomto pripadé
odpovidaji svazové operace priniku a sjednoceni téchto mnozin.

Booleovskou funkci f n proménnych nazveme monotonni, pokud pro libovolné
dva vstupy z,y délky n, pro které plati z < y, je f(x) < f(y).

Pocet M(n) monotonnich Booleovskych funkci n proménnych zkoumal De-
dekind jiz v roce 1897 a dnes jsou znamy i velmi presné odhady. Nasledujici
odhad neni nejpresnéjsi znamy odhad, ale presnéjsi odhady jsou podstatné slozi-
t&jSi.

Véta 1.1 (Kleitman, 1969) Pro n — oo plati

M(n) = 20+ (1nj2)) = 90"/

Pro specialni tcely se krychle nékdy chape jako linedrni prostor dimenze n
nad dvouprvkovym télesem. S¢itani v tomto télese je s¢itani modulo 2, které se
zna¢i @ a nékdy se téz nazyva XOR (exclusive or). Nésobeni odpovida konjunkei.

Linedrn{ booleovské funkce jsou funkce tvaru f(z) = @121 @ ... ® a2, B b,
kde a;,b € {0,1}, tedy jde o linedrni funkce ve dvouprvkovém télese. Specidlné,
souCet vech proménnych, tedy funkei f(z) = 21®. . .®x,, budeme nazjvat parita,
protozZe jeji hodnota zavisi na tom, zda je pocet jednicek v jejim argumentu sudy
nebo lichy.

Podkrychli rozumime podmnozinu krychle, ktera je definovana tak, ze nékteré
soufadnice fixujeme na konstanty a ostatni ponechdme bez omezeni. Takovéto
dosazeni za nékteré proménné budeme nazjvat Gastecny vstup. Céstené vstupy
je vyhodné zapisovat jako posloupnosti symbold z {0, 1, *}", ve kterych znak x
znamend soutfadnice, které nejsou fixovany. Z uvedené reprezentace Castecnych
vstupt plyne, ze pocet podkrychli v krychli dimenze n je pravé 3™.

Jestlize f(x1,...,x,) je Booleovské funkce, pak funkei dudlni nazyvame funkci
[z, .. mn) = o f (g, ..., nwy,). Napiiklad (z V yz)* = z(y V 2). Pro kazdou
funkei f plati (f*)* = f.

Pro kazdou Booleovskou funkci f budeme ozna¢enim Supp(f) rozumét mno-
Zinu téch vstupi z, pro které je f(z) = 1.

Rekneme, Ze funkce podstatné zavisi na nékteré proménné, jestlize dosazenim
0 a 1 za tuto proménnou dostaneme rizné funkce zbylych proménnych.

1.1 Disjuntivni normalni forma

Monomem (termem) budeme nazyvat konjunkei nékolika konsistentnich literald,
pricemz literal je proménné nebo jeji negace. Pocet literali v monomu nazyvame
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jeho délkou. Disjunkci mnoZiny monomt budeme nazyvat disjunktivni normalni
formou (DNF) pro zapis Booleovské funkce. Slozitosti DNF budeme rozumét
pocet monomd, ze kterych se skldda. Pro libovolnou funkei f budeme jako dnf(f)
oznacovat minimélni slozitost DNF, ktera funkci f vyjadiuje.

Monom délky 0, tedy konjunkci prazdné mnoziny literald, povazujeme za
konstantu 1. Disjunkci prazdné mnoziny monomt povazujeme za konstantu 0.
Obé konstantni funkce tedy maji vyjadifeni pomoci DNF.

Pro zjednoduseni zapisu monomt budeme negaci reprezentovat pomoci vo-
dorovné ¢ary nad prislusnym literdlem a konjunkci budeme vynechéavat. Tedy
napiiklad, misto —xy A 9 A ~x3 A x4 budeme psat T1xoT324.

Splniujici ohodnoceni proménnych pro dany monom je takové ohodnoceni, pri
kterém mé monom hodnotu 1. Mnozina spliiujicich ohodnoceni monomu je pod-
krychle a lze ji tedy reprezentovat pomoci ¢astecného vstupu tak, ze proménné,
které se v . monomu vyskytuji, maji pfitazenu hodnotu 0 nebo 1, ktera spliiuje
literal obsahujici danou proménnou. Proménné, které se v monomu nevyskytuji,
jsou reprezentovany .

Jako podmonom monomu m oznacime kazdy monom, ktery vznikne z m od-
stranénim nékterych literal. Podmonom nazveme vlastni, pokud vznikl odstra-
nénim alespon jednoho literalu.

Monom nazveme Uplny, pokud obsahuje literal od kazdé proménné. Takovy
monom je splnén jen jednim ohodnocenim vSech proménnych.

Monom m nazveme implikant funkce f, jestlize pro kazdy vstup x plati
m(xz) = f(z) nebo, ekvivalentné, m(z) < f(r). Monom je implikant f pravé
tehdy, kdyZ mize byt ¢lenem (termem) DNF pro funkei f.

Monom m nazveme priméarni implikant (nékdy téz minterm) funkce f, jestlize
je implikantem f, ale Zadny vlastni podmonom m’' monomu m jiz neni implikan-
tem f. Je-li m implikant funkce f, pak existuje primarni implikant m’ funkce f,
ktery vznikne z m odstranénim nékterych (pfipadné vSech) literalt.

Kazdou Booleovskou funkci lze vyjadfit pomoci DNF, protoze muzeme ke
kazdému bodu ze Supp(f) vzit Gplny monom, ktery je splnén pravé v tomto
jednom bodé. Disjunkce téchto monomu pies vechny body Supp(f) ddvd DNF

pro f.

Véta 1.2 Pro libovolnou Booleovskou funkci existuje minimdlni DNF sloZend
pouze z primdrnich implikanti.

Dukaz. Zvolme libovolnou minimalni DNF pro f a nahradme kazdy jeji monom
nékterym jeho podmonomem, ktery je primarnim implikantem f. Touto ndhradou
nemtze pocet monomt v DNF vzrist a vyjadfovana funkce se nezméni. O

Dusledek 1.3 KaZda Booleovskd funkce je disjunkci svych primdrnich impli-
kanti.
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Dtikaz. Vezméme minimalni DNF sloZenou jen z primarnich implikant. Pokud
neobsahuje vSechny primarni implikanty, mtizeme je do DNF pfidat, protoze tim
se vyjadfena funkce nezméni. O

Pro obecnou funkci nemusi minimélni DNF obsahovat vSechny primarni impli-
kanty. Napfiklad disjunktivni normélni formy Z7xeVZ2x3VT321 a T1T3VI2T3VI3T1
reprezentuji tutéz funkci, kterd ma 6 primarnich implikantii tvofenych sjednoce-
nim mnozin monomu pouzitych v obou reprezentacich.

Nasledujici véta ukazuje maximalni sloZitost disjunktivni normélni formy.

Véta 1.4 Kazda DNF, kterd vyjadiuje funkci parita n proménngch, mda sloZitost
alesponi 2", Na druhé strané, kaZdou funkci n proménngjch lze vyjdadrit pomoct
DNF sloZitosti nejvyse 271,

Duikaz. DNF pro paritu muze obsahovat pouze Uplné monomy, protoze pokud
monom neobsahuje vSechny proménné, pak je splnén na nékterych dvou sou-
sednich bodech krychle, které maji riznou paritu. DNF, ktera je sloZena jen z
uplnych monomt musi obsahovat pravé tolik monomii, kolik méa dané funkce spl-
nujicich ohodnoceni, tedy na kolika bodech krychle mé hodnotu 1. Protoze parita
mé pravé 2"~ bodd s hodnotou 1, je toto také sloZitost jeji DNF.

Ukézeme jesté, ze kazdou funkci f n proménnych lze vyjadfit pomoci DNF
slozitosti nejvyse 2" 1. Sdruzime body krychle do dvojic, které se lisi jen v hod-
noté jedné proménné, naptiklad x;. Pokud nejvyse jeden z bodi nékteré dvojice
méa hodnotu 1, pak jej reprezentujeme uplnym monomem. Pokud oba body ve
dvojici maji hodnotu 1, reprezentujeme funkci na obou souc¢asné monomem, ve
kterém se nevyskytuje x; a ktery je na bodech zvolené dvojice roven 1 a na vsech
ostatnich bodech krychle je roven 0. Timto zptsobem funkci reprezentujeme tak,
Ze ke kazdé dvojici bodl potifebujeme jen jeden monom a je jich tedy potieba
nejvyse 271, O

Déle se budeme zabyvat DNF pro monotonni funkce.

Véta 1.5 Pro libovolnou monotonni funkci f plati
f@) =\ A= (1)
fla)=1a;=1

a tedy kazZdou monotonni funkci lze vyjadrit jako disjunkci monotonnich monoma.

Dukaz. Pro libovolné vektory a,z € {0,1}" plati
a<zr& /\ Tz, =1.
a;=1

Pokud je tedy f(z) = 1, pak ¢len DNF v pravé strané (1) odpovidajici a = =
je také roven 1 a identita plati. Pokud je néktery ¢len DNF roven 1 pro x, pak
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vektor a, ktery tento ¢len urcuje, splituje f(a) = 1 a a < z. Z monotonnosti f
plyne f(z) =1 a identita (1) je tedy splnéna i v tomto p¥ipads. O

Lemma 1.6 KaZdy primdrni implikdt monotonni funkce je monotonnd.

Dukaz. Dtikaz provedeme sporem. Necht m je nemonotonni primérni implikat
monotonni funkce f. Bez Gjmy na obecnosti necht je tvaru m = (—x1) A m/.
Protoze
(mz) Am' = f(xq,...,3,)
plati také
m' = f(0,z9,...,2,).
Z monotonie f vyplyva

F0,za, .. xn) = f(L,xa, ..., 20)
Celkem tedy dostaneme, ze
m' = f(z1,...,%,).

To znamena, ze m’ je term, coZ je spor s predpokladem, Ze m je primérni implikéat.
O

Véta 1.7 Pro monotonni funkci f je dnf(f) prdvé rovné poctu primdrnich im-
plikanti. Navic, existuje prdvé jedna reprezentace, kterd je sloZena pouze z pri-
mdrnich implikanti, a to je disjunkce vsech primdrnich implikanti.

Dikaz. Disjunkce vSech primarnich implikantd f je rovna funkci f. Z toho
plyne, Ze dnf(f) je nejvyse podet primérnich implikantt f.

K dtkazu opa¢né nerovnosti zvolme miniméalni DNF ¢ pro f tvofenou jen
primarnimi implikanty f. DokaZeme, Ze ¢ nutné obsahuje vSechny primarni im-
plikanty f.

Kazdému primarnimu implikantu m funkce f pfifadme vstup a,, € {0,1}",
ktery prifazuje jednicku pravé tém proménnym, které se v m vyskytuji. Protoze
podle Lemmatu 1.6 je m monotonni, je m(a,,) = 1. Z monotonie primarnich im-
plikanti plyne také to, Ze Zadné dva priméarni implikanty f nemaji porovnatelné
mnoziny proménnych, které se v nich vyskytuji. Proto je m jedinym primarnim
implikantem f, ktery je splnén vstupem a,,.

Kdyby ¢ neobsahovala néktery primarni implikant m, neobsahovala by zadny
monom, ktery by byl vstupem a,, splnén a bylo by tedy ¢(a,,) = 0. To by byl spor
s tim, Ze f(a,) = 1. Dokézali jsme, Ze ¢ obsahuje vSechny primarni implikanty f.
ProtoZe délka ¢ je rovna dunf(f), je duf(f) alespoii pocet primarnich implikantt
f. Tim je véta dokézana. O

Poznamenejme, Ze pokud nebudeme pozadovat, aby ¢leny DNF pro mono-
tonni funkci byly priméarni implikanty, pak mohou existovat i nemonotonni mi-
nimalni DNF pro danou funkci. Napiiklad pro funkci disjunkee, jejiz minimalni
DNF z primarnich implikantt je z1 Vs, patii mezi minimalni DNF také x; VZixs.
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1.2 Konjunktivni normalni forma

Dudlnim pojmem k DNF je konjunktivni normélni forma (conjunctive normal
form, CNF). Formule ve tvaru CNF je konjunkei klausuli, z nichZ kazda je dis-
junkci konzistentnich a rtznych literalt. SloZitosti CNF budeme rozumét pocet
jejich klausuli. Zapisem cnf(f) budeme rozumét minimélni slozitost CNF vyja-
dfujici funkei f.

DNF a CNF jsou navzajem dudlni v tom smyslu, Ze zaménou konjunkci a dis-
junkci v DNF pro libovolnou funkci f dostaneme CNF pro funkei f*. Jednodussi
prevod mezi DNF a CNF plyne z toho, ze formalni negaci DNF pro f dostaneme
CNF pro —f.

Pokud vyjdeme z minimalni DNF pro f, dostaneme jeji negaci CNF pro —f.
Plati tedy cnf(—f) < dnf(f). Podobnou tvahu mtiZeme pouzit pro CNF misto
DNF a pro duélni funkci misto negace. Celkem dostaneme, ze pro libovolnou f
plati

dnf(=f) < enf(f)
anf(f) < enf(f)
cnf(~f) < duf(f)
enf(f7) < dnf(f)

Pouzitim téchto nerovnosti pro f a pro —f dostaneme

dnf(f) = enf(=f) = enf(f*)

cnf(f) = dnf(—f) = dnf(f*) .
Vysledky tykajici se DNF lze témito transformacemi pfenést na CNF.

Duélnim pojmem k pojmim implikant a primarni implikant, které jsou da-
lezité pro DNF, jsou pojmy implikat a priméarni implikat. Implikat funkce f je
klausule ¢, ktera spliiuje f = ¢ nebo, ekvivalentné, f < c¢. Primarni implikéat je
implikat, ktery je minimélni v podobném smyslu jako priméarni implikant, totiz
Ze vypusténim libovolného literalu dostaneme klausuli, ktera neni implikatem.

Monom m je (primarnim) implikantem f pravé tehdy, kdyz klausule ¢ = —m
je (primérnim) implikdtem —f, a také pravé tehdy, kdyz klausule ¢ = m* je
(primérnim) implikdtem f*

2 Modely pro reprezentaci Booleovskych funkci

Existuji dva hlavni typy modelt pro reprezentaci Booleovskych funkci. Prvni typ
jsou modely zalozené na kombinovani Booleovskych hodnot pomoci Booleovskych
spojek. K tomuto typu patii rtizné varianty obvodt a formuli. Druhy typ jsou
rizné varianty rozhodovacich diagrami.
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2.1 Obvody a formule

Formule a obvody jsou zaloZené na kombinovani funkci pomoci Booleovskjch
spojek. Pti definici konkrétni t¥idy formuli nebo obvodi je tfeba uvést, které Bo-
oleovské funkce jsou povoleny jako spojky. Tuto mnozinu spojek budeme nazyvat
bazi. Muze to byt libovolna koneénd mnozina Booleovskych funkci. Nejcastéji
budeme pouzivat baze {0,1,—,V,A} a {0,1,d, A}

Formuli nebo obvodem lze vyjadfit jen takové funkce, které vzniknou sklada-
nim funkci ze zvolené baze. Byly studovany podminky, za kterych je baze spojek
uplné, tj. dovoluje vyjadiit kazdou funkci. Tyto podminky zformulujeme v sekci
6. Formule a obvody pfi stejné bazi se mohou lisit velikosti, ale mnoziny repre-
zentovatelnych funkei jsou stejné.

Specidlnim pfipadem formule jsou disjunktivni normalni forma (DNF) a kon-
junktivni normélni forma (conjunctive normal form, CNF). Pro mé¥eni veli-
kosti reprezentace v téchto dvou modelech budeme pouZivat pocet monomii resp.
klausuli.

Slozitost obvodu je pocet jeho uzli (hradel) realizujicich Booleovské spojky.
Booleovska formule je vyraz sloZeny z proménnych a spojek. Za velikost formule
povazujeme pocet vSech vyskytd proménnych. Miniméalni velikost obvodu pro f v
bézi B budeme znacdit Cp(f) a minimélni velikost formule Lp(f). Pokud je baze
ziejmé z kontextu, nebudeme ji ve znaceni uvadét.

Véta 2.1 KaZdou Booleovskou funkci n proménngch lze vyjddrit formuli v bdzi
{0,1,-,V, A} velikosti O(2™).

Dtikaz. Oznaéme jako s, maximum velikosti formule potfebné pro vyjadfeni
libovolné funkce f n proménnych. Protoze konstanty jsou prvky béaze, je sqg = 0.
ProtoZe libovolnou funkei n proménnych lze vyjadiit jako f(z1,...,2,) = —a1 A
f0,za, .. .,xn) VL A f(L o, ..., x,), platl s, < 25,1+ 2. Z toho indukei plyne
s, <2vtl 2. 0O

Z véty plyne také vyjadieni funkce obvodem velikosti O(2"). Pozdéji, kon-
krétné pomoci Vét 4.1 a 3.1 ukdzeme, zZe kazdou funkci n proménnych lze repre-
zentovat obvodem velikosti O(2"/n).

Pro konstrukei obvodt se nékdy hodi jejich vyjadieni pomoci linedrniho pro-
gramu. Tim se obecné mysli posloupnost ptitazovacich ptikaz, které se postupné
provedou v poradi, jak jsou zapsany. Pro reprezentaci obvodii lze pouzit linedrni
programy, které obsahuji pouze Booleovské vyrazy, vychazi z mnoziny vstupnich
proménnych a kazdy piikaz ptifadi hodnotu proménné, kterd dosud ohodnocena
nebyla, pomoci vyrazu s proménnymi, které jiz ohodnoceny byly. Pokud vSechny
vyrazy v programu obsahuji jen jednu spojku, pak je pocet piikazl roven velikosti
obvodu, tj. po¢tu pouzitych spojek. Konstrukce obvodu z linedrniho programu
v tomto pripadé pfiradi kazdému priikazu jeden uzel obvodu ohodnoceny spoj-
kou pouzitou v tomto piikazu. Hrany do vytvofeného uzlu povedou z uzli, které
vypocitavaji proménné, které jsou spojkou kombinovany.
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Opacnou konstrukei, kdy z obvodu chceme vytvorit linearni program, lze pro-
vést tak, ze uzly obvodu ocislujeme tak, aby predchtidci kazdého uzlu mély cislo
mensi nez dany uzel. Protoze obvod je acyklicky graf, 1ze takové poradi nalézt.
Kazdému uzlu obvodu prifadime novou proménnou. Linearni program bude hod-
noty téchto proménnych prifazovat ve zvoleném pofadi uzlid. Tim dosdhneme
toho, Ze vSechny proménné potiebné v nékterém prikazu maji hodnotu pfifazenu
nékterym z predchozich prikazt.

2.2 Rozhodovaci diagramy

V tomto paragrafu popiseme deterministické rozhodovaci diagramy, které v kaz-
dém vétvicim uzlu testuji jednu proménnou. Kromé obecnych rozhodovacich di-
agramu budeme zkoumat jejich podt¥idy, konkrétné read-once rozhodovaci dia-
gramy, uspofadané rozhodovaci diagramy (OBDD) a rozhodovaci stromy.

Rozhodovaci diagram (branching program) pro Booleovskou funkei
f(z1,...,2,) je acyklicky orientovany graf s jednim pocateénim uzlem, jehoZ
koncové uzly jsou ohodnoceny 0,1. Kazdy nekoncovy uzel je ohodnocen nékte-
rou vstupni proménnou a mé dva nasledniky nazyvané 0-naslednik a 1-naslednik,
které jsou rozliSené ohodnocenim pfislusnych hran. Vypocet pro dany vstup =z
za¢ind v pocateénim uzlu a v kazdém nekoncovém uzlu je testovana proménna,
ktera je uzlu prirazena. Vypocet pak pokracuje do 0-naslednika nebo 1-naslednika
podle hodnoty testované proménné. Ohodnoceni koncového uzlu, kde skon¢i vy-
pocet, je f(x).

Rozhodovaci diagram se nazyva read-once, jestlize kazdy vypocet testuje kaz-
dou proménnou nejvyse jednou. Jestlize existuje usporadani proménnych 7 ta-
kové, Ze vSechny vypocty v daném diagramu testuji proménné v poradi, které
je konzistentni s 7 (nemusi testovat vSechny proménné), pak se diagram nazyva
usporadany. Pro tyto diagramy se pouzivd oznadeni m-OBDD (ordered binary
decision diagram), nebo jen OBDD, pokud neni konkrétni usporadani podstatné.
Rozhodovaci diagram, jehoz graf je strom, se nazyva rozhodovaci strom.

Velikost rozhodovaciho stromu definujeme jako pocet jeho listi. Pro ostatni
varianty rozhodovacich diagramt definujeme velikost jako pocet vSech uzlu dia-
gramu.

Slozitost funkce f pfi vyjadfovani pomoci rozhodovacich stromt budeme zna-
¢it dt(f) (decision tree), pii vyjadfovani pomoci read-once rozhodovacich dia-
gramt 1-bdd(f) (decision diagram). Slozitost f pf¥i reprezentaci 7-OBDD budeme
znacit 7-OBDD(f) a minimum pfes vSechna moznd potradi 7 jako OBDD(f).

Véta 2.2 KazZdou Booleovskou funkci n proménnijch lze vyjddrit rozhodovacim
stromem velikosti 2™.

Duikaz. Proménné jsou testovany na vSech vétvich ve stejném poradi. Na hladiné
i, tj. po otestovani i proménnych, je 2! uzld. Strom ma tedy 2" listdl, coZ jsme
méli dokazat. O
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Z toho plyne také vyjadfeni funkce pomoci (read-once) rozhodovactho dia-
gramu velikosti 2"*! — 1, protoze strom je specidlnim piipadem téchto struktur
a do velikosti se pro tyto modely zapocitavaji vnitini uzly.

2.3 Meéfeni slozitosti

vy’

Pro kazdy model méfime velikost reprezentace obvykle zptsobem, ktery je pro
dany model pfirozeny. Pro modely, které jiz byly zavedeny v pfedchozich sekcich,
shrnuje zptisob méfeni velikosti nasledujici tabulka.

Néazev modelu mira velikosti znaceni
Booleovské obvody pocet uzli se spojkami ()
rozhodovaci diagramy pocet uzlt bdd()
Booleovské formule pocet vyskytt proménnych | L()

DNF pocet monomil dnf()

CNF pocet klausuli cnf()
read-once rozhodovaci diagramy | pocet uzlt 1-bdd()
rozhodovaci stromy pocet listt dt()
m-OBDD pocet uzli m-OBDD()

Necht M je model pro reprezentaci Booleovskych funkci a f je Booleovska
funkce. Slozitosti funkce f v modelu M rozumime minimalni velikost mezi vSemi
reprezentacemi funkce f v daném modelu.

Pro konkrétni modely budeme pro jednoduchost pouzivat specidlni znaceni
odvozené z ndzvu modelu, které jsme jiz pouzili, napiiklad dnf(f), dt(f) a pod.
Slozitost funkce f v obecném modelu M budeme znacit sizep(f).

Tataz funkce mize mit v riznych modelech riznou velikost. Schopnost modelu
vyjadrit funkce tispornym zptsobem budeme nazyvat vyjadfovaci silou modelu.
Cilem naseho zkouméani bude porovnani vyjadiovaci sily rtiznych modeli pomoci
t¥id funkci, které maji polynomialni sloZitost. Pro tento ucel je potieba uvazovat
nejen reprezentace jednotlivych funkci, ale také posloupnosti B.f. rostouciho po-
¢tu proménnych. K tomu pouzijeme posloupnost reprezentaci, pro kazdou funkci
posloupnosti jednu. Slozitost pak méfime jako zavislost velikosti reprezentace na
poc¢tu proménnych.

Definice 2.3 Uvazujme posloupnosti Booleovskych funkei {f;}2,, pficemz po-
¢et proménnych funkce f; ozna¢me n;. Pro libovolny model M budeme jako
Poly (M) oznacovat mnozinu (t¥idu) vSech posloupnost{ funkei f;, které pro kazdé
i spliiuji n;.1 > n; a pro které existuje polynom p(n) tak, Ze pro kazdé i je
sizeps (fi) < p(ny).

Pii srovnani sily modeli M; a M, mtze nastat né€kolik moznosti, které shr-
nuje nasledujici tabulka. U nézva jednotlivych vztahti vynechavame pro stru¢nost
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slovo polynomidalné, tj. napf. polynomialné ekvivalentni, které ale budeme pted-
pokladat vzdy, pokud nebude uvedeno jinak.

slovni vyjadfeni | forméalni vyjadieni

ekvivalentni Poly(M;) = Poly(M,)
M, alespoii tak silny jako M; | Poly(M;) C Poly(My)
M, ostte silnéjsi nez M, Poly(M;) € Poly(M»)
M; a M, jsou neporovnatelné | Poly(M;) € P )

— — — —

Vztah M, alespon tak silny jako M; budeme nékdy také nazyvat vnofenim
My do M. Jestlize My je ostie silnéjsi nez My, budeme také fikat, Zze model M,
lze oddélit od M;.

3 Vzajemné prevody uvedenych modeli

K dtikazu, Ze model M, je alespon tak silny jako M, stac¢i ukéazat, Ze pro kazdou
funkci n proménnych, kterd ma v M; reprezentaci velikosti s, existuje reprezen-
tace v Ms, ktera ma velikost nejvysSe polynomialni v s a n. Vétsina pfevodd mezi
modely v tomto textu je dokonce takovd, ze velikost nové reprezentace je O(s).
Takovéto pfevody budeme nazjvat linearni.

Véta 3.1 Ke kazdému rozhodovacimu diagramu velikosti s existuje ekvivalentni

obvod velikosti O(s).

Dikaz. Ke kazdém uzlu v diagramu definujeme funkci f,,, kterou pocita diagram,
jehoz pocatecni uzel je v. Postupujeme odspodu a ke kazdému uzlu v diagramu
zkonstruujeme obvod, ktery reprezentuje funkci f,. Jestlize uzel v testuje pro-
ménnou x; a mé nasledniky vy a v; odpovidajici v tomto poradi hodnotam z; = 0
a z; = 1, pak f, vyjadfime jako f, = z;f,, V —x;f,. Pomoci tohoto vyjadieni
fv lze ukézat, ze k obvodu, ktery pocita f,, a f,, stacl pridat tfi nové uzly se
spojkami V a A tak, Ze obvod po¢ita také f,. Celkova slozitost takto vzniklého
obvodu je linearni ve velikosti ptivodniho rozhodovaciho diagramu. O

Véta 3.2 Ke kaZdé Booleovské formuli v bdzi {0,1,—,V, A} velikosti s existuje
ekvivalentni rozhodovaci diagram velikosti O(s).

Dutikaz. Postupujeme indukei podle slozitosti ¢. Jednotlivym proménnym pfifa-
dime diagramy, jejichz prvni uzel testuje danou proménnou a hrany z néj vedou
do koncovych uzlt s odpovidajicim ohodnocenim. Jestlize ¢ je tvaru —¢;, dosta-
neme diagram pro ¢ z diagramu pro ¢; zaménou hodnot ve vystupnich uzlech.
Déle, jestize je ¢ tvaru ¢V ¢ nebo @1 A ¢, pak nejprve zkonstruujeme diagramy
pro funkce ¢; a ¢2 a propojime je tak, aby vysledny diagram pocital disjunkci

oly(M,) a Poly(Ms) € Poly (M)



Reprezentace Booleovskych funkci, P. Savicky, 30. srpen 2011 11

nebo konjunkci ¢; a ¢o podle tvaru ¢. Toto propojeni lze udélat tak, ze pocet
uzll, které testuji proménné ve vysledném diagramu, je soucet poctl téchto uzli
v propojovanych diagramech. Ve vsech vyse uvedenych krocich ziskame pro for-
muli ekvivalentni diagram, ktery obsahuje pravé tolik testovacich uzld, kolik je
slozitost puvodni formule. Po zapocteni vystupnich uzlt bude velikost vysledného
diagramu pro ¢ rovna L(¢) + 2. O

Obvody, rozhodovaci diagramy a formule tedy tvori posloupnost modeld, ve
které kazdy model zahrnuje modely nasledujici. Dalsi modely studované v tomto
textu jiz nelze sefadit do podobné uspoiradané posloupnosti. Vzajemné vztahy
mezi nékterymi z téchto modelt vyjadiuje nasledujici diagram. Pokud jsou dva
modely propojeny hranou, znamena to, ze vySe umistény model je alespon tak
silny jako nize umistény model.

obvody

rozhodovaci diagramy

ead-once rozhodovaci diagramy

Kromé prevodi dokazanych ve Vétach 3.1 a 3.2 je vétsina dalsich pfevodi
v diagramu jen vnofeni specialniho pripadu do obecnéjstho modelu, v podstaté
pii zachovani velikosti. Vyjimku tvoii pfevod stromti na DNF a CNF, pfi kterém
dostaneme mnozinu monomi pro DNF z mnozZiny vSech pfijimajicich cest ve
stromu a klausule pro CNF z mnoziny zamitajicich cest.

Pro vSechna vnofeni modeli uvedené v diagramu se predpoklada, ze inkluze
prislusnych t¥id polynomialni slozitosti je vlastni, tedy Ze neplati opacné vnoreni.
Dokézano je to ale jen pro vnofeni v dolni ¢asti diagramu. Ptesnéji, ostré inkluze
nejsou dokazany mezi obvody, rozhodovacimi diagramy a formulemi. Ostatni ostré
inkluze v tomto diagramu a neporovnatelnost mezi nékterymi z téchto modeli
postupné dokazeme.

Budeme se jesté zabyvat transformaci obvodi a formuli z jedné tplné baze do
druhé.
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Véta 3.3 Pokud jsou By a By dvé iplné bdze, pak pro kaZdou f plati

Cp,(f) = O(CB(f))
Lp, (f) = Lp, (f)O(l)

Dukaz. Pro transformaci obvodu v bazi B; do baze B staci pro kazdou spojku
baze B najit vyjadieni obvodem v bazi By a pak systematicky nahradit vSechny
spojky baze B; témito obvody v B,. ProtoZe spojky nahrazujeme obvody kon-
stantni velikosti, zvétsi se pocet spojek v obvodu nejvyse linearné.

Pro formule je transformace podobné jednoduché, pokud je formule vyvazena.
Pro tento tcel nazveme formuli velikosti L vyvaZenou, pokud jeji hloubka (ve
smyslu hloubky stromu) je O(log L). V takovém pfipadé miizeme opét vSechny
spojky B; nahradit ekvivalentnimi formulemi v Bs. Jestlize maximalni slozitost
vyjadieni spojek By v B, je k, pak bude mit vysledna formule velikost k°(ogL) =
LoW,

Pro obecnou formuli, kterd nemusi byt vyvazena, je pozadované tvrzeni do-
kazano pro binarni spojky ve Vété 3.5. O

Lemma 3.4 V kaZdém bindrnim stromu velikosti | existuje podstrom velikosti
[1/3,21/3).

Dukaz. Zacneme hledat od kofene. Z uzlu stromu, ktery uréuje podstrom veli-
kosti alespoii 21/3, pfejdeme do néslednika, ktery urcuje vétsi podstrom. Tento
podstrom m4 velikost alespori /3. Pokud je mens{ nez 21/3, byl nalezen podstrom
pozadovany v tvrzeni. Jinak pokracujeme vySe pospanym postupem. Uvedeny
postup nalezne pozadovany podstrom po koneéném poctu krokt. O

Véta 3.5 Necht By a By jsou dvé uplné bdze a By obsahuje pouze nejvyse bindrni
spojky. Pak k libovolné formuli ¢ v bazi B, existuje ekvivalentni formule ¢' v bdzi
By hloubky O(log Ly, (¢)) a velikosti Lp, (¢)°W.

Dtikaz. 7 lemmatu 3.4 plyne, ze ve ¢ existuje podformule velikosti nej-
vySe 2/3 Lp, (¢) takovd, Ze zbytek ptvodni formule ma rovnéz velikost nejvyse
2/3 Lp,(¢). Oznacme nékterou takovou podformuli ¢; a jako ¢ (y) ozname
formuli, kterd vznikne z ¢ nahradou ; za novou proménnou y. Plati tedy
¢ = 12(¢01), kde pro jednoduchost vynechdvidme ze zdpisu vSechny proménné.
Pak pouzijeme identitu

Y1) = sel(vhr,1(0), ¢(1)) (2)
kde sel(zx,y, z) je definovéno pro z,y, z € {0,1} jako

y pokud z =0

sel(z,y, 2) = { z pokud z =1
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Ozna¢me jako h minimalni hloubku formule v By, ktera vyjadfuje funkci sel, pfi-
¢emz do hloubky nebudeme pocitat pfipadna pouziti negace nebo spojek, jejichz
jeden argument je konstanta. Tyto spojky ve vyjadieni sel zvysuji slozitost vy-
sledné formule jen linedrné a neni tedy tfeba je brat v tivahu. Napfiklad pro bézi
{0,1,-,V, A} miZeme pouzit

sel(z,y,2) =z AyVzAz (3)
a pro bazi {0,1,®, A}
sel(z,y,2) = (@) AydzrAz. (4)

V obou téchto pripadech dostaneme h = 2.

Pouzitim zvoleného vyjadieni sel v (2) vyjadiime ptvodni formuli vyjadiili
pomoci nékolika formuli mens$i velikosti spojené novymi spojkami ve stromu,
jehoz vétveni tvori strom hloubky h. Tento postup rekurzivné opakujeme na tyto
mensi formule. Tim se tyto formule dale zmensuji, ale roste jejich pocet a také
se zvétsuje hloubka stromu, ktery tvoii ¢ast vysledné formule sloZzené z novych
spojek. Po k opakovanich tvorii nové spojky strom hloubky kh, do jehoz listi jsou
dosazeny &asti ptivodni formule, které jiz maji velikost nejvyse (2/3)XLg, ().
Postup skonéi nejvyse po k = O(log Lp, (¢)) krocich, protoZe po tomto poctu
krokti maji zbyvajici ¢asti ptivodni formule velikost nejvyse 1. Vysledna formule
mé hloubku O(log Lp, (6)) h = O(log Lp, (¢)), a tedy velikost a** = Lg, (¢)°W,
kde a je maximalni pocet argumentt spojek v bazi By. Odhad velikosti samotné,
pokud neni tieba odhadnout hloubku vysledné formule, lze ziskat také jako IF,
kde [ je slozitost sel v bazi B,. O

4 Odhady maximalni slozitosti funkci

Véta 4.1 Pro libovolnou funkci f n proménnych a libovolné jejich usporadani
existuje vyjddient f pomoci m-OBDD welikosti O(2"/n).

Dukaz. UvaZme rozhodovaci strom pro f, ktery ve vSech vétvich testuje vSechny
proménné v pofadi 2, ..., Trn). Na hladindch 7 = 0,...,n — 1 obsahuje strom
2% uzlil testujicich Tr(i+1) @ na hladiné n je 2" listl, z nichZ kazdy definuje hodnotu
funkce pro jeden vstup. Tento strom zmensime jako m-OBDD tim, Ze postupné
odspodu hledame na jednotlivych hladindch uzly, které jsou na stejné hladiné
a pocitaji stejnou funkci. Pokud takové uzly najdeme, zachovame z nich pouze
jeden a presmérujeme do néj hrany, které vedly do ostatnich uzld pocitajicich
tutéz funkci. Tyto ostatni uzly pak zrusime.

Protoze uzly na hladiné 7, kde 0 < i < n, pocitaji funkce n — ¢ proménnych,
je po uvedené redukci na hlading i nejvyse min(2?,2%""") uzli. Velikost ziskaného
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m-OBDD mutzeme shora odhadnout souc¢tem odhadi jednotlivych hladin. Plati
tedy

7-OBDD(f) < imin(?, 2271y

Pro kazdé j < n déle plati

J—

me (2¢,22"7" SZ +222" ' <2J+222"

=0

Ukéazeme, Ze ¢leny sumy v poslednim vyrazu lze shora odhadnout geometrickou
fadou. Pro kazdé x > 4 plati /2 > /x. Substituci z = 22" dostaneme pro kazdé
k > 1 nerovnost

1 k k—1
2% > 92
52 2

Plati tedy

n—j

> 22 < 9. 92"

k=1
a tedy celkem

n
> min(2,27"7) <2742 4+ 2.

Volbou j = n — [logn| + 1 dostaneme
n+2 on

+0(2"*) =0 () :

n

7-OBDD(f) <

Tim je pozadovany odhad dokazan. O
Jako dusledek dostdvdme, Ze pro kazdou funkei plati také C(f) < O(2"/n).

Véta 4.2 Pro kaZdé dostatecné veliké n existuje funkce n proménngch, pro kterou
plati C(f) > 2"/(2n).

Duikaz. Odhadnéme nejprve shora pocet funkci n proménnych, které lze vyjad-
it pomoci obvodt velikosti s. Uzly se spojkami ocislujeme ¢isly n+1,...,n+s,
pficemz c¢isla 1,...,n jsou rezervovana jako kédy vstupnich proménnych. Kaz-
dému uzlu se spojkou v obvodu pfifadime kéd, coz bude ¢islo nebo trojice ¢isel.
Uzlim poditajicim negaci prifadime index uzlu, ze kterého prichazi do daného
uzlu vstup. Uzlim pocitajicim konjunkci nebo disjunkci pfitadime trojici. Tro-
jice obsahuje index pouZité spojky (konjunkce nebo disjunkce), a indexy obou
predchidct daného uzlu. Pfedchiidcem muze byt bud proménnd nebo uzel se
spojkou. Pocet riiznjch kédi uzli je tedy nejvyse (n + s) + 2(n + s)2. Libovolny
obvod velikosti s lze aZ na izomorfismus vyjadfit posloupnosti s popsanych kédi.
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Ne kazdé posloupnost técho kédi reprezentuje spravné utvoreny obvod, ale pro
kazdou takovouto posloupnost lze snadno zjistit, zda reprezentuje obvod nebo ne.

Pocet posloupnosti popsaného typu je hornim odhadem poétu obvodi veli-
kosti nejvyse s a tedy také poctu funkci, které jsou jimi vyjadieny. Pocet uvazo-
vanych posloupnosti je nejvyse ((n + s) + 2(n + 5)?)*. Necht

2n
s=—".
2n
Lze snadno ovérit, ze pak plati
(n+s)+2(n+s)?=(2+0(1)s*<0 <i) 2%
< 2

Plati tedy také
((n+5)+2(n+9)")" <o(1)2" =0 (2*) .

Funkci slozitosti nejvyse s je tedy méné nez vSech funkci a z toho jiz plyne tvrzeni
véty. O

5 Linearni funkce a multilinearni polynomy

Dokazme nejprve dvé charakterizace linearnich funkci, které jsou specialnim pti-
padem vlastnosti linedrni funkce f(u) na obecnym télesem, Ze pro kazdy vektor
w je f(u+w)— f(u) jako funkce u konstantni.

Véta 5.1 Booleovskd funkce f je linedrni prdvé tehdy, kdyZ pro libovolny index
i=1,...,n je funkce f(z @ e;) ® f(x) konstanini, tedy nezdvisi na ohodnocent
proménnijch x.

Poznamenejme, Ze vlastnost uvedenad ve vété znamend, ze hodnota funkce
zavisi na proménné x; bud pro kazdé ohodnoceni ostatnich proménnych nebo
naopak pro zadné.

Dukaz. Jestlize f(z) = @], a;x;Hb, pak pro kazdé z plati f(z®e;) D f(x) = a;,
coz je konstanta.

Pro dtikaz opa¢ného sméru pfedpokladejme, Ze f(z @ e;) ® f(z) je konstanta,
kterou oznacime a;, a dokazme, zZe pro libovolné ohodnoceni proménnych x =
(x1,...,2,) plati

f(x) = a1z, ® f(0,22,...,2,) . (5)

Tato identita je ekvivalentni tomu, Ze

alxl:f(xlax27"'7$n)@f(07x27~~~7'rn) .
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Tento vztah plati pro x; = 0 trividlné a pro z; = 1 vyplyva z pfedpokladu o funkci
/. Indukei podle poétu proménnych dostaneme z (5), Ze pro vhodné konstanty
a;, 1 =1,...,n plati identita

fx)=ax1® ... ®az, ® f(0") .
Funkce f je tedy linearni, coz jsme méli ukazat. O

Pro tplnost ukazme jesté obecnéjsi identitu, kteréd také charakterizuje linearni
funkce.

Véta 5.2 Booleovskd funkce f je linedrni prdvé tehdy, kdyZ pro libovolné tri vek-
tory u,v,w € {0,1}" plati

fw e fludw)=f)® flvew). (6)

Dukaz. Jestlize f(z) = @), a;x; ® b, pak f(u® w) ® f(u) = P, a;w; a také
flo@ew) @ fv) = @), a;w;. Z toho plyne, Ze linedrni funkce spliuji identitu
(6).

Pro diikaz opacného sméru predpoklddejme, Ze funkce f splituje (6). Pak také
spliiuje podminku z Véty 5.1, kterd je specidlnim p¥ipadem (6) pro w = ¢;, a
funkce f je tedy linearni. O

Polynom nazveme multilinearni, pokud v ném mé kazda proménna stupen
nejvyse 1. Multilinedrni polynom nad dvouprvkovym télesem je tedy polynom

tvaru
@ aIHIi )
IC{1,..,n} el
kde a; € {0,1}.

Véta 5.3 Pro kazdou funkci danych proménnych ezistuje pravé jeden multiline-
arnt polynom nad dvouprvkovym telesem, ktery ji vyjadruge.

Duikaz. Pokud je funkce rovna 1 pravé na jednom bodé krychle, ozna¢me jej a,
pak ji 1ze vyjadfit polynomem

n

ba(w) = [[wi@ai®1) .

i=1

Obecnou funkci pak vyjadiime ve tvaru

fla)=1

Abychom ukézali, Ze polynom vyjadiujici danou funkci je jednozna¢né urcen,
dokazme, Ze pocet ruznych polynomti n proménnjch je roven pocétu vSech funkci
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n proménnych. To plyne z toho, Ze jak funkce, tak polynom, je uréen pravé 2"
parametry s hodnotami v {0,1} a ob& mnoZiny tedy maji mohutnost prave 22".
O

Disledkem jednoznac¢nosti multilinearniho polynomu pro Booleovskou funkci
je napriklad to, ze funkce, kterou lze vyjadfit nelinearnim polynomem neni line-
by byl spor s jednozna¢nosti. Konjunkce x Ay = zy a disjunkce xVy = x Dy Dzy
tedy nejsou linearni.

6 Uplnost bazi

Pfipoménme, Ze baze se nazyva uplna, pokud formule sloZené z proménnych a
ze spojek v dané bazi umoznuji vyjadfit libovolnou Booleovskou funkci. Dfive
uvedend béze {0,1,,V, A} je Gplnd, jak plyne naptiklad z Véty 1.2 nebo z Véty
2.1. Protoze -z =z®lazVy=(z®1)(yd1)®1, je tplnd i baze {0,1,®, A}.
Existuji také dvé jednoprvkové uplné béaze, konkrétné {NAND} a {NOR}, obsa-
hujici negovanou binarni konjunkci nebo negovanou binarni disjunkci. Napfiklad
pro spojku NAND dostaneme postupné -z = x NAND z, 1 = x NAND (-z),
0=-1, 2z Ay=—-(x NAND y) a 2 Vy = () NAND (-y). Podobné lze ovéfit,
Ze baze {0,=} je tplna.

Dilezitym piikladem netplné baze je baze {0, 1, V, A} vyjadiujici pouze mono-
tonni funkce. Z Véty 1.5 plyne, Ze umoznuje vyjadrit vSsechny monotonni funkce.

Dalsi priklady bazi, které nejsou tiplné, dostaneme pomoci nasledujicich tiid
Booleovskych funkci, které jsou uzavieny na skladani a neobsahuji vSechny Boo-
leovské funkce. Rekneme, Ze Booleovska funkce je

e typu Ty, pokud f(0,...,0) =0.

e typu Ty, pokud f(1,...,1)=1.

e samodudlni (S), pokud f* = f, tj. f(—z) = —f(2).

e monotonni (M), pokud z < y implikuje f(z) < f(y).

e linedrni (L), pokud je tvaru f(z) = a1z1 @ ... ® apx, ® b, kde @ je s¢itani
modulo 2.

V nésledujici tabulce jsou priklady bazi, které generuji jednotlivé t¥idy.

TO {@a /\}

Tl {:>7/\}

S {-z,zyVazVyz}
M {0,1,V,A}

L {1,®}
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Je zfejmé, Ze pokud vSechny spojky baze patii do nékteré z vyse uvedenych
péti tiid, pak dand baze vyjafuje jen funkce z této tiidy a neni tedy tuplna.
Ukazme, ze plati i opacné tvrzeni, a sice, ze kazda baze, ktera neni tplna, je
podmnozinou nékteré z uvedenych t¥id. Plati tedy néasledujici charakterizace.

Véta 6.1 Bdze spojek je uplnd prdvé tehdy, kdyzZ neni obsaZena v Zddné ze trid
To, Tl, S, M a L.

Duikaz. Pokud je baze obsaZena v nékteré z vySe uvedenych tiid, pak generuje
pouze funkce z této t¥idy a neni tplnéa. Pokud neni obsazena v zadné z uvedenych
t¥id, pak dokézeme, ze je Gplna. Necht g, ay, 3,7, § jsou spojky z béze, pricemz
ay neni z T}, 0 neni samodudlni, v neni monotonni a ¢ neni linedrni. MnoZina
funkei {ao(z,2,...,z),a1(z,z,...,x)} obsahuje bud funkci -~z nebo obé& kon-
stanty 0, 1. Dalsi krok konstrukce zavisi na tom, ktery z téchto dvou pfipadt
nastava.

V prvnim piipadé lze spojkami baze vyjadfit funkci —x. Protoze 8 neni sa-
modudlni, existuje vstup a tak, ze §(a) = 3(—a). Necht [y,...,1l, je posloupnost
literala z a —x takova, ze I; = x, pokud a; = 0, a [; = —x, pokud a; = 1. Pak
pro funkci p(z) = B(ly,...,1,) plati p(0) = B(a) = B(—a) = p(1) a je to tedy
konstanta. Tim je dokazano, ze spojkami baze lze vyjadrit nékterou konstantu.
Protoze lze vyjadrit i negaci, lze vyjadrit obé konstanty.

Ve druhém piipadé lze pomoci o vyjadrit obé konstanty. Protoze v neni mo-
notonni, existuji vstupy a, b takové, Ze a < b, v(a) = 1, v(b) = 0 a existuje pouze
jeden index i pro ktery je a; # b;. Funkee y(ay, ..., a;_1,2, @11, . ., a,) realizuje
—x pomoci konstant a +.

V obou pfipadech tedy muzeme pomoci spojek baze vyjadrit 0,1, ~z. Nyni
staci ukazat, Ze lze vyjadfit také = A y nebo = V y. Ozna¢me

ay = 5(1,07...,0),
ag = (5(071,...70),
an = 6(0,0,...,1),
b = 6(0,0,...,0).

Uvazme funkci
F=(a; D)2, ® (a2 Db)x2 D ... D (A D b)x, B b.

Funkce ¢ a ¢’ se shoduji na vstupech s nejvyse jednou jednickou, ale na nékterém
vstupu s vétsim poctem jednicek se 1ii, protoze § neni a ¢’ je linedrni. Necht ¢
je néktery vstup s minimalnim poétem jedniéek, pro ktery je d(c) # ¢'(¢) a necht
J, k jsou indexy nékterych dvou jednicek v tomto vstupu. Necht funkce o(x,y),
resp. ¢'(z,y) vznikne z §, resp. ¢’ dosazenim ¢; na pozici i, pokud ¢ & {j, k}, =
na pozici j a y na pozici k. Funkce ¢'(z,y) je linedrni a ¢(x,y) se od ni lisi pro
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jedinou kombinaci vstupt, konkrétné pro (z,y) = (1,1). Podle Lemmatu 6.2 je
funkce dvou proménnych linedrni prévé tehdy, kdyz ma sudy pocet jednicek ve
své tabulce. Z toho plyne, Ze ¢(z,y) neni linedrni. Existuji pravé 4 nelinedrni
funkce dvou proménnych s jednou jednickou v tabulce. VSechny tyto funkce lze
vhodnou kombinaci negaci u vstupti prevést na konjunkci. Nelinearni funkce dvou
proménych se tfemi jednickami v tabulce lze vhodnou kombinaci negaci u vstupu
prevést na disjunkci. V obou pripadech tedy lze vyjadiit konjunkci nebo disjunkci.
Protoze tyto dvé funkce 1ze mezi sebou pievést vhodnou kombinaci negaci vstupii
a vystupu, dostaneme v obou pfipadech z ¢ konjunkei i disjunkci. Protoze funkce
¢ je vyjadfitelna funkcemi ze zkoumané baze, dokazali jsme, Ze ze spojek zkou-
mané baze lze vyjadrit 0,1, -x,x V y,z A y. Tim je véta dokdzana. O

Lemma 6.2 Funkce dvou proménnych je linedrni prdvé tehdy, kdyZ md sudy
pocet jednicek ve své tabulce.

Dukaz. Pokud je funkce f(z,y) linedrni, je podle Véty 5.1 f(0,y) & f(1,y)
konstanta, coz implikuje, Ze plati

f(070)@f(1’0)®f(071)@f(171):07 (7)

tedy f méa sudy pocet jednicek v tabulce.
Necht naopak f(z,y) spliiuje (7). Ozna¢me jako g funkci

g(z,y) = (f(1,0)& £(0,0)z & (f(0,1) & f(0,0))y & f(0,0)

Tato funkce se shoduje s f na vstupech s nejvyse jednou jednickou, coz lze overit
vyctem pro vSechny takové vstupy, tedy pro (z,y) = (0,0),(1,0),(0,1). Déle
dostaneme ¢g(1,1) = f(1,0)® f(0,1)® £(0,0). Z pfedpokladu (7) tedy dostavame,
ze g(1,1) = f(1,1), tedy g = f. Protoze je g linearni, je i f linedrni. O

Existuje celkem 16 B. funkci 2 proménnych. Tyto funkce roztfidime do skupin
tak, Ze funkce v jedné skupin€ lze na sebe pievést negaci nékterych vstupt nebo
vystupu, coz jsou transformace, které zachovavaji linearitu. V nésledujici tabulce
je pro kazdou skupinu funkci uvedeno, kolik jednicek tyto funkce maji ve své
tabulce a kolik funkci do skupiny patii.

skupina funkci pocet jednicek pocet funkci
konstanty 0,4 2
funkce jedné proménné 2 4
funkce ekvivalentni konjunkei (disjunkei) 1, 3 8
funkce ekvivalentni & 2 2
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7 0Oddélovani modelu

Oddélenim modelu M; od modelu M, budeme rozumét to, ze Poly(M;) ¢
Poly(M,). Jinak feceno, existuje posloupnost funkei, které maji v M; polynomi-
alni reprezentaci, ale vSechny reprezentace této posloupnosti v My jsou vétsi nez
polynomialni. Oddéleni nazveme exponencialni, jestlize dokdzeme, Ze ve druhém
modelu maji v8echny reprezentace uvazovanych funkci exponencidlni velikost.
Obecné pripoustime, ze skutecné dokazeme jen existenci oddélujici posloupnosti
funkei. Silnéjsi vysledek ovsem je, kdyz lze najit konkrétni oddélujici posloupnost.

Pro ditkazy oddéleni vyse popsanych Booleovskych modelt zavedeme nékolik
prikladi Booleovskych funkci. Kazdé oddéleni modeld vyzaduje dokazat dolni
odhad slozitosti néjaké funkce pro néktery model. Tato ¢ast oddélovani je ob-
dokézan dolni odhad slozitosti.

Nasledujici tabulka shrnuje oddéleni modeli v diagramu, ktera dokazeme.

Model Oddélen od funkce

DNF stromy free-dnf

CNF stromy free-cnf

formule DNF, CNF parita

read-once r.d. DNF, CNF parita

read-once r.d. OBDD ISA, shifted-equality, select-row-col
rozhodovaci diagramy read-once r.d. pointrové funkce, plane, pil-kliky
DNF read-once r.d. plane

CNF read-once r.d. plane*

7.1 Vyjadfreni parity

Funkci par,, budeme rozumét funkci proménnych xzi,...,x, vyjadienou jako
par,(z) = D, 7.

Vé&ta 7.1 Velikost formule v bdzi {—,V, A} pro funkci par, je O(n?).

Dukaz. Vytvoiime nejprve pro par, formuli hloubky logn + O(1) v bézi @.
Pak kazdy vyskyt @ nahradime ekvivalentnim vyjadfenim pomoci {V, A, =}, coZ
si vynuti vytvoreni identickych kopii nékterych ¢asti formule. Odhad slozZitosti
vysledné formule dostaneme tak, Ze zjistime hloubku nové formule, do niz ale
budeme zapodcitavat jen binarni spojky. ProtoZe hloubka nové formule je 2 logn+
O(1), je jeji velikost O(n?). O

Véta 7.2 Velikost read-once rozhodovaciho diagramu pro funkci par, je O(n).

Dikaz. Rozhodovaci diagram pro par, vytvoiime jako matici uzlt rozméru
(n+1)x2.Proi=1,...,n testuji oba vrcholy v i-tém fddku proménnou x;. Je-
li jeji hodnota 0, pfechazi vypocet svisle dold. Je-li hodnota 1, pfechéazi vypocet
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na dalsi fadek, ale do opac¢ného sloupce. Pocatecni uzel je na fadku 1 vlevo. Na
fadku n + 1 jsou koncové uzly s hodnotami 0 a 1. O

7.2 Dolni odhady pro disjunktivni normalni formu

Véta 7.3 Jestlize vsechny primarni implikanty funkce f maji délku aspom k, pak

() > S0

Dukaz. Jestlize f = \/ﬁ:1 m;, pak kazdy z monomi m; spliuje m; < f, obsahuje
néjaky priméarni implikant f a ma tedy délku alespon k. Navic,

> < 3N mi)

Protoze monom délky alespoil k¥ mé nejvyse 2" spliiujicich ohodnoceni, dosta-
neme
[Supp(f)] < 1-2"7.

Tim je tvrzeni véty dokazano. O

Cviceni. V sekci 1.4 jsme dokazali, 7e dnf(par) > 2771, Ovéite, %e tento odhad
a odhad dnf(—par) > 27! plynou také z Véty 7.3.

Véta 7.4 Necht f je funkce n proménnygch a pro mnoZinu A C {0,1}" plati, Ze
kazdy primdrni implikant f md nejvgse r spliujicich ohodnoceni v mnoziné A.

Pak s \
dnf(f) > ‘ upp(fr/\ A)| 7
kde X 4 je charakteristickd funkce mnoZiny A.

Duikaz. Oznacme | = dnf(f) a necht f = \/'_, m;, kde m; jsou priméarni impli-
kanty. Pak také plati f A X4 = \/'_, m; A X4, a tedy také

S F@) <Y ).

€A i=1 z€A

Protoze kazdy scitanec v pravé strané je nejvyse r, dostaneme
[Supp(f A Xa4)| < lr.

Tim je tvrzeni véty dokdzano. O

Cviceni. Pomoci Véty 7.4 dokazte dnf(par, V A, ~z;) > 2" L.

Oznacme jako T} funkci “alesponi k jednicek z n proménnych”. Pak plati
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Dusledek 7.5 dnf(7}") > (}).

Dikaz. Mintermy funkce 7} jsou pravé vSechny monomy obsahujici pravé k
pozitivnich literald. O

Zavedme nyni funkce equality,, (z,y) a free-cnf, (z,y) 2n proménnych tak, Ze
pro libovolné z,y € {0, 1}™ plati

equality, (z,y) =

\
8

I
&

free-cnf, (z,y) = /\(xt\/yz)

free-dnf,(z,y) = \/(xz/\yz)

Véta 7.6 Pro kaZdé n plati dnf(equality,) > 2™ a dnf(free-cnf,) > 27,

Dikaz. K dikazu prvni nerovnosti si sta¢i uvédomit, ze funkce equality, ma 2"
splnujicich ohodnoceni a kazdé z nich urcuje primarni implikant délky 2n. Tyto
implikanty tvori mnozinu vSech primarnich implikant® funkce a tedy podle Véty
7.3 je duf(equality,,) > 2™

K dtikazu druhé nerovnosti lze snadno ovérit, ze primarni implikanty free-cnf,,
jsou pravé ty ¢astecné vstupy, které pro kazdé i = 1,...,n spliuji (z;,y;) = (1,0)
nebo (z;,y;) = (0,1). Takovychto ¢asteénych vstupt je pravé 2™. ProtozZe free-cnf,,
je monotonni, dostavdme z Véty 1.7 dnf(free-cnf,) > 2". O

Dusledek 7.7 cnf(free-dnf,) > 2.

Dukaz. Vyuzijeme, 7e plati free-dnf,, = free-cnf’ a pro kazdou f plati enf(f) =
dof(f*). O

7.3 Dolni odhady pro rozhodovaci stromy

vvs

Nejjednodussi dolni odhad pro stromy odvodime z odhadu pro DNF a CNF po-
moci nasledujiciho lemmatu.

Lemma 7.8 Pro kaZdou funkci f plati duf(f) + cnf(f) < dt(f).
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Dukaz. Uvazme néktery minimalni rozhodovaci strom pro funkci f. Kazdé hrané
prifadime literal, ktery je splnén, pokud vypocet prochazi pies tuto hranu. Z uzlu,
ktery testuje x; tedy vychazi jedna hrana ohodnocend x; a jedna ohodnocena
—z;. Kazdému listu s hodnotou 1 pfifadime monom, ktery je konjunkci literalti na
hranach cesty z kofene do daného listu. Je zfejmé, Ze tento monom je implikantem
f a navic, disjunkce vSech takto ziskanych monomt je DNF pro f.

Dale uvazme strom pro — f, ktery ziskdme obracenim hodnot v listech. Stejnou
konstrukci jako vyse ziskdme DNF pro —f a z ni negaci ziskame CNF pro f.

Soucet velikosti ziskané DNF a CNF oznac¢me s. Tento soucet je roven poctu
list@i ve vychozim stromu. Protoze strom byl minimdlni, je s = d¢(f). Na druhé
strané, dnf(f)+cnf(f) < s, protoze minimalnf DNF a CNF maji velikost nejvyse
rovnu velikosti nalezenych DNF a CNF. O

Toto lemma dovoluje automaticky prenést dolni odhady slozitosti pro DNF
i CNF na stromy. Plati tedy nasledujici odhady pro dfive zavedené funkce 2n
proménnych.

Dusledek 7.9

dt(equality,) > 2"
dt(free-dnf,) > 2"
dt(free-cnf,) > 2"

Pokud jesté vyuzijeme skute¢nost, ze dnf(free-dnf,, ) = n a cnf(free-cnf,,) = n,
dostaneme exponencidlni rozdil mezi dnf(f) a dt(f) pro f = free-dnf, a expo-
nencialni rozdil mezi cnf(f) a dt(f) pro f = free-cnf,,.

Odvodime jesté pomérné presny horni i dolni odhad velikosti rozhodovaciho
stromu pomoci jednoduché indukce.

Véta 7.10 Pro kazdé n plati dt(equality,) = ©(2") a dt(free-cnf,) = ©(27).

Dukaz. Oznacme nejprve s(n) = dt(free-cnf,). Rozhodovaci strom pro
free-cnf,, (z1,y1, - - -, Tn, Yn) lze zkonstruovat tak, Ze nejprve otestuje x;. Pokud
x1 = 1, pak po¢itd funkei free-cnf,_1(z2, Y2, ..., Tn,Yn), v piipadé x1 = 0 politd
y1 A free-cenf,, 1 (22,92, . .., Tn, Yn). Z této konstrukce plyne s(n) < 2s(n —1) + 1.
Spolu s s(1) = 3 to dava dt(free-cnf,) = s(n) < 27! — 1.

Pro diikaz dolniho odhadu s(n) uvazme libovolny strom pro free-cnf,. Bez
Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze tento strom testuje v kofeni proménnou
z1. Pokud v podstromu pro z; = 0 dosadime y; = 1, pak tento podstrom pocita
funkci

free-enf,, 1 (29, Y2, - -, Tn, Yn)
a m4 tedy velikost alespoti s(n — 1). Podstrom pro z; = 1 pocita tutéz funkci pro

libovolné dosazeni za y; a mé tedy také velikost alesponit s(n — 1). Celkem jsme
tedy ziskali s(n) > 2s(n — 1). Spolu s s(1) = 3 to davé s(n) >3- 2" 1.
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Jestlize oznadime s'(n) = dt(equality,,), pak podobnym zptsobem jako vySe
lze dokdzat s'(n) < 2s'(n —1) +2, §'(n) > 25'(n — 1) a /(1) = 4. Z toho plyne
pozadovany odhad dt(equality, ) = ©(2"). O

Cviceni. Dokazte, ze dt(T}) = ("_,:1)

7.4 Dolni odhady pro read-once r.d.

Jako zakladni prostfedek pouzijeme tzv. k-mixed vlastnost. Tato vlastnost dava
pro nékteré funkce velmi dobry odhad pomérné jednoduchym zptisobem.

Definice 7.11 Funkci f nazveme k-mixed, jestlize pro kazdou mnozinu A C X
velikosti |A| = k a pro libovolné dva rtizné ¢astecné vstupy a,b € {0, 1} existuje
c € {0,1}X\ tak, ze plati f(a,c) # f(b,c).

Véta 7.12 Jestlize f je k-mized, pak 1-bdd(f) > 2% — 3.

Dtikaz. Ukazeme, ze v kazdém read-once rozhodovacim diagramu pro f plati,
ze zadné dvé cesty z pocatecniho uzlu délky nejvyse k — 1 nevedou do téhoz uzlu.
Z toho plyne, Ze uvazovany read-once diagram je strom az do hloubky k£ — 1 a
mé tedy alespoin 2 — 1 uzli.

Dtikaz provedeme sporem. Necht cesty o a 5 délky nejvyse k — 1 vedou do
téhoz uzlu v. Necht A resp. B je mnozina proménnych testovanych na cesté o
resp. .

Pokud cesty a a g testuji stejnou mnozinu proménnych, pak tyto cesty definuji
dva riazné ¢astecné vstupy a, b na proménnych z A, jejichz vypocty se sejdou v uzlu
v. ProtoZe uvazujeme read-once diagram, zadné z proménnych z A jiz v dalsim
vypoctu z uzlu v nemize byt testovana a vypocty navazujici na « i 8 probéhnou
stejné.. Oznac¢me jako c libovolné dosazeni za dosud neurcené proménné. Pak
plati f(a,c) = f(b,¢) a funkece tedy neni |A|-mixed ani k-mixed, protoze |A| < k.

Pokud cesty a a [ testuji rizné mnoziny proménnych, zvolme proménnou
x;, kterd je bez Gjmy na obecnosti testovdana v 3 a nikoli v «. Nechf cesta o
a x; = 0 definuji vstup a a cesta a a z; = 1 vstup b, oba na stejné mnoziné
|A] + 1 < k proménnych. Vstupy a, b jsou rizné a jejich vypocty se sejdou ve v.
Necht ¢ je libovolné doplnéni hodnot proménnych neuréenych v a a b. Pak plati
f(a,¢) = f(b,c) a funkce tedy neni k-mixed. O

Necht p je prvocislo. Na prvcich Z2 \ {[0,0,0]} zavedeme ekvivalenci. Prvky
[1, 2, 3] & [y1, Y2, y3] budou ekvivalentni pravé tehdy, kdyZ existuje a # 0 tak,
7e 11,12, 73] = [ay1, ays, ays). Takto ziskdme (p* —1)/(p — 1) = p?> +p+ 1
bodi projektivni roviny. Piimky ziskdme stejnym zputsobem, ale budeme je
znadit [a1, az, as]. P¥imka [ay, as, ag] obsahuje bod [x1, a9, x3] pravé tehdy, kdyz
a171 + asx9 + azrz = 0. Netrivialni rovnice tohoto tvaru mé v Z, pravé p* feseni.
Vypustime-li nulové feSeni, ma takova rovnice praveé (p> — 1)/(p—1) = p+ 1
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neekvivalentnich feSeni. Kazda pfimka tedy obsahuje p + 1 bodu a kazdy bod je
obsazen v p+ 1 pfimkach. Jednoduchjm rozborem ptipadii 1ze dokazat, ze kazdé
dvé rizné primky se protinaji pravé v jednom bodé a Ze kazdé dva riazné body
urcuji pravé jednu primku.

Mnozinu bodi budeme znacit B(p) a mnozinu pfimek L(p). Pro libovolné p
pak zkonstruujeme Booleovskou funkci plane,(z) o p? 4+ p+ 1 proménnych, které
odpovidaji bodim z B(p). Funkce je vyjddiena dnf, jejiz monomy odpovidaji
pfimkdm. Pfimky povazujeme za mnoziny bodi.

plane,(z) = \/ /\xj.

teL(p) jet

Pocet proménnych funkce plane,(z) je n = p* + p + 1. Lze ovéfit, ze plati p =
/n —3/4 — 1/2. DokéZeme nésledujici vétu.

Véta 7.13 Pro kaZdé dost velké prvocislo p plati 1-bdd(plane,) > 27 — 3 =
Q(2v7).

Dukaz. Zvolme prvocislo p a dokazme, Ze funkce plane,(r) je p-mixed. Necht
A je libovolna mnozina p proménnych. O jejich prvcich budeme mluvit jako o
bodech. Protoze |A| < p+ 1, neobsahuje A zddnou ptimku. Zvolme libovolng dvé
ruzna dosazeni a, b za proménné z A a necht x; € A je néktera z proménnych, ve
kterych se a a b lisi. Protoze bodem x; prochazi p 4 1 pfimek, existuje pfimka ¢
tak, ze AN{={z;}.

Tvrdime, ze zddné pfimka ¢’ kromé ¢ neni obsazena celd v AU(. Kdyby takova
pfimka ¢ existovala, pak [¢/\ ¢| = pa '\ ¢ C A\ L To je ve sporu s tim, Ze
AN =p—1.

Necht ¢ uréuje dosazeni 0 za vSechny proménné mimo AU/ a 1 za proménné v
¢\ A. Dosazeni c zarucuje, ze vSechny monomy v definici plane, jsou vynulovény,
kromé monomu, ktery odpovidd pfimce ¢. Tento monom pak bude roven ;.
Dostaneme tedy plane,(a, c) # plane, (b, c).

Dokéazali jsme, Ze funkce plane, je p-mixed. Z toho plyne odhad slozitosti
2P — 3. Protoze p = \/n —3/4 —1/2 = /n+ O(1), plyne z toho i druhy odhad

ve znéni véty. O

7 dokézané véty plyne nepolynomialni dolni odhad slozitosti read-once rozho-
dovacich diagrami pro funkci plane,. Na druhé strané, tato funkce je z definice
vyjadfitelnd pomoci DNF velikosti n = p? 4+ p + 1, protoZe toto je podet pii-
mek v uvazované geometrii. Pokud jesté vezmeme v tivahu, ze funkce parita ma
read-once rozhodovaci diagramy linearni velikosti (Véta 7.2), zatimco DNF pouze
exponencialni velikosti (Véta 1.4), dostaneme, Ze modely DNF a read-once roz-
hodovaci diagramy jsou z hlediska vyjadfovaci sily navzajem neporovnatelné.
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Ukézeme jesté dalsi priklad funkce, ktera je k-mixed. Budeme uvazovat grafy
na m = 2k+1 vrcholech. Kazdé neusporadané dvojici vrcholl pfifadime promén-
nou. Libovolné ohodnoceni téchto (’;) proménnych budeme interpretovat jako
kéd grafu, ktery mé hrany mezi témi dvojicemi vrcholt, kterym odpovida pro-
ménnd s hodnotou 1. Definujme funkci par-triang, tak, Ze par-triang,(x) = 1,
pokud graf kédovany pomoci = obsahuje lichy pocet trojuhelniki. Bez dukazu
uvedme néasledujici tvrzeni.

Véta 7.14 Pro kaZdé k > 1 je funkce par-triang, k-mized.

Protoze pocet proménnych funkce par-triang, je n = (2'“2“) = (24 o(1))k?,
dostaneme pro tuto funkci dolni odhad sloZitosti read-once rozhodovacich dia-
gramt 28 — 3 = 2(1/2+o(W)V7 Toto ale neni nejlepsi znamy odhad pro tuto funkci.
Jingm zptisobem lze dokézat dolni odhad slozitosti Q2 (2/4%).

7.5 Formule a read-once diagramy

Pokud budeme méfit sloZitost plane, pomoci miry pro obecné formule, tedy jako
pocet vyskytt proménnych, je tieba vzit v tvahu, ze délka vSech monomt v
DNF pro tuto funkci je p+ 1, tedy sloZitost p¥islusné formule je n(y/n+ O(1)) =
(1+0(1))n*?, co je shora omezeno polynomem. Obecné Booleovské formule tedy
nelze vnorit do read-once rozhodovacich diagrami. Neni znamo, zda plati opacna
inkluze. Plati ale nésledujici tvrzeni, které ukazuje, Ze read-once rozhodovaci
diagramy lze vnorit do obecnych formuli pravé tehdy, kdyz 1ze obecné rozhodovaci
diagramy vnorit do obecnych formuli.

Véta 7.15 Kdyby existoval polynomidlni prevod read-once rozhodovacich dia-
gramai na formule, pak by existoval i polynomidlni prevod obecnyjch rozhodovacich
diagrami na formule.

Dtikaz. Vezméme obecny rozhodovaci diagram obsahujici s vétvicich uzld.
Zvolme s novych proménnych a test v kazdém uzlu nahradme testem jiné pro-
ménné z téchto novych proménnych. Na ziskany diagram pouzijme predpokladany
polynomiélni pfevod na formuli a v ziskané formuli nahradme zpét kazdou novou
proménnou odpovidajici ptivodni proménnou. O

7.6 Asymptoticky dobré dolni odhady pro read-once r.d.

V tomto odstavci budeme proménné Booleovské funkce indexovat od nuly, tedy
budeme uvazovat funkce proménnych zy,...,z,_1. Ukdzeme dolni odhady pro
dvé pointerové funkce, coz jsou funkce tvaru f(z) = z4), kde ¢ : {0,1}" —
{0,...,m — 1}, kde m je pfirozené éislo a pouzivaime konvenci, ze v pfipadé, Ze
¢(x) > n, pak f(z) = 24y = 0. Omezime se na funkce ¢(x) ve tvaru ¢(z) =
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(Z;:Ol wzrl) mod m, kde n < m < 2n. Koeficienty w; je tfeba zvolit tak, aby v
nésledujicim lemmatu mohlo byt r co nejvétsi. Ve dvou konkrétnich piikladech,
které uvedeme, bude r =n/3 ar =n— O(y/n).

Lemma 7.16 Necht koeficienty w; jsou takové, Ze pro libovolnéi=0,...,n—1
a libovolny cdstecny vstup a fizujict nejuyse r proménngch existuje doplnéni a na
dplny vstup o tak, Ze ¢(a') = i. Pak funkce f(x) = x40 je (r — 2)-mized.

Dukaz. Uvazme dva vstupy a,b fixujici stejnou mnozinu r» — 2 proménnych a
ozna¢me jako A € Z,, rozdil prispévkil ¢astecngch vstupi a, b do sumy ¢(x), kde
bereme v itvahu jen ¢leny pro ohodnocené proménné. Je-li ¢ libovolné ohodnoceni
zbylych n — r + 2 proménnych, pak ¢(b,c) — ¢(a,c) = A mod m. Pokud A =0,
zvolime c¢ tak, aby ¢(a,c) = ¢(b,c) byla hodnota indexu, kde se a a b lisl. Pak
plati f(a,c) # f(b,c), a funkce je (r — 2)-mixed. Je-li A # 0, necht 7 je index
libovolné proménné, kterd neni fixovdna v a a b a necht j = (i + A) mod m.
Pokud je j > n, zvolime ¢; = 1. Pokud je j < n a proménnd z; je fixovana,
zvolime hodnotu ¢; tak, aby se lisila od b;. Pokud j < n a x; neni fixovéana,
zvolime ¢; libovolné a ¢; zvolime rtzné od c¢;. ProtoZe je dosud fixovano nejvyse
r proménnych, miZzeme zvolit zbyvajici ¢4st ohodnoceni ¢ tak, aby ¢(a,c) =i a
tedy ¢(b,c) = j. Volba ohodnoceni ¢ pak zarucuje, ze f(a,c) # f(b,c) a funkce
je tedy (r — 2)-mixed. O

Necht n je délitelné 3. Definujme

2/3-n—1 n-1
o(z) = Z 2z + Z x; | mod n.
i=0 i=2/3n

Pak plati nasledujici véta.
Véta 7.17 1-bdd(zg,)) > 27273 — 1.

Dukaz. UkaZeme, Ze lemma 7.16 je splnéno pro r = n/3 — 1.

Uvazme libovolné ¢, 0 < ¢ < n — 1 a libovolny ¢asteény vstup o', ktery fixuje
nejvyse n/3 — 1 proménnych. Zbyva alespor 2/3-n+ 1 nefixovanych proménnych,
mezi kterymi je alespoii jedna s vahou 1. Budeme uvazovat obé mozné fixace této
proménné. Ziskany ¢asteény vstup budeme oznacovat (a,0) nebo (a,1) podle
hodnoty, na kterou byla uvaZovand proménna fixovdna. Zbyva alespoit 2/3 - n
nefixovanych proménnych, mezi kterymi je alespoii n/3 proménnych s vahou 2.
Soucet vah u dosud nefixovanych proménnych je tedy alespon n.

Ozname jako j soulet piispévkl proménnych fixovanych v (a,0) do sumy
¢(z). K tomu, aby ¢(a,0,b) = 4, kde b je Cdstecny vstup dopliujici (a,0) na
uplny vstup, je nutné a staci, aby soucet prispévki proménnych fixovanych v b
byl (i — j) mod n. Hodnoty proménnych v b budeme volit tak, nejprve vSechny
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nastavime na 0 a pak v libovolném potadi postupné ménime jejich hodnoty na 1
tak dlouho, dokud soudet jejich pfispévkii do sumy ¢(z) je nejvyse (i —j) mod n.
Protoze soucet vah u proménnych fixovanych v b je alesponn n a zménou jedné
proménné se prispévek zvysi nejvyse o 2, ziskdme tak b s prispévkem (i—j) mod n
nebo (¢ — j) mod n — 1. Pokud nastala prvni moZnost, pak ¢(a,0,b) = i, pokud
nastala druhd moZnost, pak ¢(a,1,b) =4. O

Odhad slozitosti z Véty 7.17 lze zlepsit nahrazenim funkce ¢(z) jinou funkei.
Oznac¢me jako p(n) nejmensi prvocislo, které spliiuje p(n) > n a zvolme ¢'(z) =
(Z?:_Ol ix;) mod p(n). K dikazu dolniho odhadu slozitosti funkce 24 ;) budeme
potfebovat nasledujici vétu z teorie cisel, kterou uvadime bez diukazu.

Véta 7.18 Necht p je prvocislo, necht 0 < t < s < p a necht A C Z, tak, Ze
|A| = s. Necht B je mnoZina viech proki Z,, které lze vyjddrit jako soucet proki
nékteré t prokové podmnoZiny A. Pak |B| > min(n, t(s — t) + 1).

Lze snadno ovéfit, ze pro libovolné 0 < ¢t < s nastava v odhadu ve vété
rovnost, pokud je A interval, napf. A ={0,1,...,s — 1}.

Véta 7.19 Pro kazdé dostatecné velké n plati 1-bdd(wy () > 2" 2V o),

Dukaz. Ozna¢me t = [ p(n) — 1—‘ a s = 2t. DokaZeme, Ze 4 (5 spliiuje Lemma
7.16 pro r = n — s. Fixujeme-li r = n — s proménnych, pak zbyva s nefixova-
nych proménnych. Mnozinu vah u téchto proménnych ozna¢me A. Uvazujeme-li
dosazeni za tyto proménné, ktera fixuji ¢ nul a ¢ jednicek, jsou prispévky téchto
proménnych do sumy ¢'(z) pravé soucty nékterych ¢ prvki z A, jejiz velikost je
s. Podle Véty 7.18 je mnozina takto dosazitelnych soucti rovna mnoziné vsech
zbytkt modulo p(n), protoze t(s —t)+1 > p(n). Je tedy splnén pfedpoklad Lem-
matu 7.16 pro r = n — s a funkce x4, je (r — 2)-mixed. Z toho dostaneme dolni
odhad 1-bdd(zy () > 272 — 3 = 20722 _ 3 > 9n=2Vp(+00) 7 vygledkit teorie

&isel je znamo, 7e p(n) = n + o(n) a tedy \/p(n) + O(1) = \/n+ o(n) + O(v/n).
Tim je odhad z tvrzeni véty dokazan. O

7.7 Dolni odhady sloZitosti pro OBDD

Velikosti OBDD rozumime pocet vSech jeho uzld, véetné vystupnich. Pro danou
funkci f budeme 7-OBDD(f) rozumét velikost nejmensiho 7-OBDD pro f a
OBDD(f) bude minimum 7-OBDD(f) pfes vSechna .

Céstecny vstup budeme chépat jako dosazeni konstant za proménné ve funkci.
Toto dosazeni 1ze chapat dvéma riiznymi zptisoby, které se nazyvaji restrikce na
podkrychli a subfunkce. Prvni zptsob odpovidd obvyklému vyznamu restrikce
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funkce na podmnozinu definiéniho oboru. Druhy zptsob odpovidé substituci kon-
stant za proménné ve vyrazu, ktery i po substituci formélné povazujeme za re-
prezentaci funkce vSech pivodnich proménych. P¥i zkoumani OBDD budeme po-
uzivat pojem subfunkce.

Subfunkci funkee f uréené éasteénym vstupem a budeme znacit f|,. Formalné
povaZujeme za mnoZinu proménnych subfunkee f|, mnozinu vSech proménnych
funkce f, 1 kdyz f|, miZe podstatné zaviset jen na proménnych, které nejsou
v a fixovany. Dtvodem pro tuto konvenci je, Ze nechceme rozliSovat subfunkce,
které se 1isi pouze mnozinou proménych, na kterych funkce podstatné nezavisi.
Naptiklad, necht f = zyzo23 V 242526 a Castecné vstupy a, b reprezentuji fixace
a=(x;1=0)ab=(xy =0,23 = 0). Pak plati f|, = f|s, pfestoZe restrikce f na
odpovidajici podkrychle jsou funkce rtiznych mnozin proménnych.

Rekneme, 7e ¢asteény vstup je konzistentni s uspofddanim 7, pokud mnozina
fixovanych proménnych je pocateéni tsek .

Definice 7.20 Vypoctem m-OBDD pro ¢asteény vstup a konzistentni s 7 na-
zveme vypocet, ktery zacne v pocateénim uzlu a skonc¢i, kdyz dojde do uzlu, ve
kterém je testovana proménné nefixovand v a nebo ktery je koncovy.

Subfunkce a vypocty pro ¢astecené vstupy spolu souvisi nasledovné.

Lemma 7.21 Uvazme libovolné m-OBDD pro f. Pro libovolny cdstecny vstup
a konzistentni s m plati, Ze uzel, kde konci vypocet pro édstecny vstup a, pocitd
funkci fl,.

Definice 7.22 Pro libovolnou f a usporddéni 7 necht
S(f,m) ={fls; a je Castecny vstup konzistentni s 7}

Véta 7.23 Pro kazdé m-OBDD pro f, jehoZ vsechny uzly jsou dosaZitelné ze
vstupniho uzlu, je mnoZina subfunkci pocitanych v jeho uzlech rovna S(f, ).

Dukaz. Ke kazdému dosazitelnému uzlu v OBDD lze najit ¢asteény vstup a,
jehoz vypocet v daném uzlu konéi. Funkce pocitand v tomto uzlu je tedy f|, €
S(f,n). Opa¢né inkluze plyne z Lemmatu 7.21. O

Véta 7.24 Pro libovolnou funkci f a uspordddni 7 je
#-OBDD(f) = |S(f.7)!

Navic, 7-OBDD minimdlni velikosti pro f je aZ na izomorfizmus uréeno jedno-
znacné.
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Dukaz. Pro kazdou subfunkci g € S(f, ) existuje ¢astecny vstup a konzistentni
s 7 tak, Ze g = f|,. Podle Lemmatu 7.21 po¢ita uzel, kde konéi vypocet pro a,
funkei f|,. Podet uzltt 7-OBDD pro f je tedy alespoi |S(f, 7)|.

Pro ditkkaz opa¢ného sméru vytvoime graf tak, Ze kazdé nekonstatntni sub-
funkci z S(f, ) pfifadime uzel na hladiné i — 1, pokud z; je proménnd s nejmen-
$im indexem, na které dané subfunkce podstatné zavisi. Tento uzel bude testovat
proménou x; a hrany z néj povedou do uzli odpovidajicich subfunkcim ziskanjch
fixaci z; = 0 a r; = 1. PoCatecni uzel diagramu bude uzel, ktery odpovida funkei
f. Uzly odpovidajici konstantnim subfunkcim budou koncové uzly diagramu. Lze
ukdzat, ze takto ziskand struktura je m-OBDD pro f. ProtoZe jeho velikost je
|S(f,7)|, je charakterizace 7-OBDD( f) pomoci po¢tu subfunkci dokdzéana.

Pokud m4 libovolné 7-OBDD pro f velikost |S(f, )|, musi kazdé dva jeho
uzly pocitat jinou subfunkci. KaZzdy uzel musi testovat proménnou, kterd ma
minimalni index mezi témi, na kterjch jemu pfislusna subfunkce podstatné zavisi.
Hrany pak vedou do uzli, které pocitaji subfunkce vzniklé fixovanim testované
proménné a tyto uzly jsou jednoznacné urceny. Cela struktura je tedy izomorfni
m-OBDD definovanému na mnoziné subfunkci f a je tedy jednozna¢né urcena. O

Dolni odhady slozitosti OBDD, které odvodime v tomto odstavci, budou zalo-
7eny na odhadech poc¢tu subfunkci, ale ¢asto pouzijeme pouze jeden fez v daném
uspofadani v nasledujicim smyslu. Rezem pro uspofadani 7= budeme rozumét
rozklad mnoziny proménnych X = {z1,...,z,} na mnoZiny A, B tak, Ze v uspo-
fadani 7 jsou vSechny proménné z A pred vsemi proménnymi z B. Oznacme jako
S(f, A, B) podmnozinu S(f, ), kterd je pro fez A, B definovéna jako

S(f, A, B) = {fls; a je libovoln fixace proménnych A}

Funkce v S(f, A, B) zavisi pouze na proménnych z B a jejich pocet vyjadiuje
mnozstvi informace o hodnotach proménnych v A, které je potieba doplnit k
proménnym v B pro vyhodnoceni funkce. Tento pocet se nékdy nazyva sirka
(width) OBDD na fezu A, B. Pro jednoduchost zavedme znaceni

Definice 7.25 wa 5(f) = |S(f, 4, B)|.

Z definice S(f, A, B) plyne |S(f,7)| > |S(f, A, B)| = wap(f). Spolu s Vétou
7.24 tedy dostavame

Dusledek 7.26 Pro libovolnou funkci f a vez A, B v uspotaddni m plati
7-OBDD(f) > wa g5(f).

Piiklad. Pro libovolné k a m = 2% oznaéme jako DSA,,(z,y) (direct storage
access) funkci n = k + m proménngch, kterd ma k proménnjych v bloku = a m
proménnych indexovanych od nuly v bloku y a jejiz hodnota je rovna y;, kde 4
je hodnota binarniho ¢isla uréeného bity bloku x. Definujme usporadani m; tak,
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Ze obsahuje nejprve blok proménnych = a pak blok y. Usporadani mo obsahuje
naopak nejprve blok y a pak blok z. Dokazte, ze m-OBDD(DSA,,) = O(m) a
’/Tg—OBDD(DSAm) > 9m = 2n710gn+0(1).

Naésleduji dolni odhady velikosti OBDD pro nékteré funkce. Nejprve popiseme
funkci ISA,, (indirect storage access), kterd umozni dokdzat separaci OBDD a
stromti. V tomto a dalsich pfikladech budeme pismeny z,y, 2z oznacovat vektory
proménnych. Proménné z vektoru x budeme jednodusSe nazyvat proménné x a
jejich pocet budeme znacit |z|. Analogicky pro y,z. Necht bin(z) je hodnota
¢isla, jehoz binarni zapis je x.

Definice 7.27 Pro libovolné m nechf ISA,,(x,y) je funkce n = k + m promeén-
nych, kde |z| = k = [logm] a |y| = m, kterd je definovana nésledovné. Rozdélme
proménné y na [m/k] souvislych blokt délky k pocinaje nejlevéjsi proménnou a
zbytek velikosti mensi nez k. Bloky oéislujeme od 0. Jestlize bin(z) neni ¢islem
Z&adného bloku, je ISA,,(x,y) = 0. V opacném piipadé necht b je blok s ¢islem
bin(z). Je-li bin(b) > m — 1, je opét ISA,,(z,y) = 0. Jinak ISA,,(2,¥) = Ybinw),
kde proménné y ¢islujeme od 0.

Postupujeme-li presné podle definice, je k vyhodnoceni ISA,, zapotiebi nej-
vyse 2k 4+ 1 dotazi na hodnoty proménnych. To znamena, Ze velikost rozhodova-
ctho stromu je nejvyse 22+t = O(m?). Pro rizné vstupy ¢te strom proménné v
riazném poradi. Nasledujici véta ukazuje, Ze je to pro velikost stromu podstatné,
protoze pfi pevné daném potadi je exponencidlné veliké dokonce i OBDD.

Véta 7.28 Pro kazdé dost velké m plati OBDD(ISA,,) > 20+e(l))m/logm —
2(1+o(1))n/ logn.

Duikaz. Bloki proménnych y je [m/k], kde k = [logm]. Zvolme Fez, v némz
A obsahuje pravé |m/k] — 1 proménnych y. Pak existuje blok v proménnych
y, ktery cely nélezi do B. Fixujme x tak, aby bin(z) bylo &islo tohoto bloku.
Oznaéme vzniklou funkeci jako f(y) a mnoZinu proménnych y, které nalezeji do
A oznaCme y,. Pak ruzna dosazeni za proménné z y, davaji rizné subfunkce
funkce f. Protoze |ya| = |m/k] — 1, je wap(ISA,,) > wap(f) > 2m/F2 >
gm/(logm+1)=2 — o(+o(W))m/logm Protoze n = m+k, je n = (140(1))m. Plati tedy
také n/logn = (1 + o(1))m/log m, coZ dokazuje tvrzeni véty. O

Definice 7.29 Pro kazdé m budeme funkci sh-equality,,(z, y, ) rozumét funkci
n = k + 2m proménnych, kde |z| = k = [logm] a |y| = |z| = m, definovanou
nésledovné. Hodnota sh-equality,, (z, y, z) je rovna jedné pravée tehdy, kdyZ y = 2°,
kde i = bin(x) a 2* je cyklicky posun z o i pozic vpravo.

Véta 7.30 Pro kaZdé dost veliké m plati OBDD(sh-equality,,) > 2m/* =
oi+o(1))n/s
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Duikaz. Necht A, B je libovolny fez, ve kterém do A patil préavé polovina z
proménnych ze sjednoceni bloku y a z. Oznacme jako ya,za,yp, 2z mnoziny
proménnych y a z, které patii do jednotlivych ¢asti A a B. Z predpokladu na
A, B plyne |ya| + |za| = m. Navic plati |z4| + |z5| = |z| = m. V dalsim budeme
predpoklddat, Ze |ya| > |za|. Opaény piipad je analogicky.

ProtoZe |ya| > |zal, dostaneme |ya| > m/2 a |zg| = m — |z4| > m/2. Kazdé
dvojici proménnych z y4, zp pfifadme posun 4, pii kterém budou proménné dané
dvojice porovnavany. To znamend, Ze piislusnd proménna z y4 ve dvojici bude
mit v y stejny index jako druha proménnéa z dvojice ve vektoru z¢. ProtoZe je
celkem m rtznych moZnych posunt, existuje posun, ktery je pfifazen alespon
lyal - |zBl/m > (m/2)?/m = m/4 dvojicim. Fixujme hodnoty proménnjch z
podle hodnoty nalezeného posunu a fixujme na nulu vSechny proménné z4 a yp a
ty proménné z y4 a zg, které nepatii do dvojic odpovidajicich vybranému posunu.
Mnozinu indexti volnych proménnych z A resp. B oznaéme A’ resp. B'. Je ziejmé,
ze ziskana restrikce funkce sh-equality,, je ekvivalentni rovnosti proménnych y/
a zp ve vhodném pofadi. Ziskanou restrikci oznacme f'(yar, zp). Jestlize ay, as
jsou dvé rtizné dosazeni za proménné z y 4/, pak subfunkce f'(a1, zp) a f'(az, zp)
jsou riizné. Z toho plyne, Ze wa p(sh-equality,,) > wa g /(f') > 2™/% Tim je
dokézan prvni odhad v tvrzeni véty. ProtoZze n = 2m + logm + O(1), plati také
n = 2(1 + o(1))m, coz dokazuje druhy odhad v tvrzeni véty. O

Pro dalsi pifklad uvazujme z jako jednu proménnou (|z| = 1) a y jako vek-
tor m? proménnjych usporddanych do matice m krat m. Navic, nechf funkce
sel(z, u,v) tf{ proménnych x,u,v € {0,1} je definovana tak, ze sel(0,u,v) = u a
sel(1, u,v) = v.

Definice 7.31 Uvazme Booleovské funkce row,,, col,, m? proménnych defino-
vané nasledovné:
row,,(y) =1 pravé tehdy, kdyz matice y obsahuje alespori jeden fadek
jednicek;
col,,(y) =1  pravé tehdy, kdyz matice y obsahuje alespoii jeden slou-
pec jednicek;

Funkce, pro které v nasledujici vété dokazeme stejny dolni odhad slozitosti pro
OBDD, se velmi lisi svoji slozitosti pro read-once rozhodovaci diagramy. Plati,
7e 1-bdd(sel(z, row,,(y), col,,(y))) < O(m?), zatimco 1-bdd(row,,(y) V col,,(y))
je exponencialni.

Véta 7.32 Pro kazde m > 1 plati
OBDD(sel(x, row,, (y), col,,(y))) > 2V,

OBDD(row,, () V col,,(y)) > 2vV™ .
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Dikaz. Dikazy pro obé funkce provedeme soucasné, s upozornénim na mista,
kde se dukazy lisi. Nechf 7 je libovolné usporddani. Zvolme Yez A, B tak, aby
mnozina A obsahovala pravé m — 1 proménnych y. Mnozinu téchto proménnjch
oznafme y4 a povazujme ji za mnozinu pozic v matici m krat m. Kdyby ya
zasahovala do méné nez /m — 1 fadkt a méné nez /m — 1 sloupci, platilo by
lyal < m—1, coz je ve sporu s volbou A. Pfedpokladejme nejprve, Ze ya zasahuje
do alespont v/m — 1 fadki. V diikazu pro funkei sel(z, row,,(y), col,,(y)) v tomto
pfipadé fixujme x = 0. V dtikazu pro funkci row,,(y) V col,,(y) v tomto ptipadé
fixujme libovolny fadek dosud nefixovanych proménnych na 0. V obou pfipadech
tim zajistime, Ze vysledek funkce zavisi pouze na row,,(y).

V pripadé, Ze y4 zasahuje do méné nez v/m — 1 fadk, ale do alesponi vm — 1
sloupcti, postupujme analogicky jako v pfedchozim pfipadé, ale proménnnou x
fixujeme na 1 a misto fadku zafixujeme néktery sloupec na 0.

V dalsim tedy pfedpokladame, ze hodnota funkce je po provedenych substitu-
cich rovna row,,(y). Ozna¢me jako k pocet Fddkd, do kterych zasahuje mnozina
y4. Budeme uvazovat fixace proménnych z ya, které fixuji vsechny proménné
patiici do tého# Fadku stejné. Ziejmé existuje pravé 2F takovych dosazeni. Tvi-
dime, Ze libovolna dvé ruzna dosazeni popsaného typu davaji rizné subfunkce na
zbyljch proménnych. K ovéfeni je tieba si uvédomit, ze zadny fadek neni cely
pokryt proménnymi z y4. Vezmeme-li dvé rizna uvazovana dosazeni, ktera se lisi
naptiklad na fadku i, dokdzeme rtznost ziskanych subfunkci tim, Ze proménné
mimo y4 na fadku ¢ fixujeme na 1 a mimo fadek ¢ na 0. O

Definice 7.33 Nechf sum(z

= Yi5g i Pak HWB(2) = Zaum(), kde , for-
malné dodefinujeme jako x, = 0.

Véta 7.34 Pro libovolné n plati OBDD(HWB,,) > 2"/>~1.

Dikaz. Zvolme néjaké usporadani m proménnych X a predpokladejme, Ze n je
délitelné 10. Pro libovolné k necht Ay, = {7 (0),7(1),...,m(k—1)} a B, = X\ A;.
Pro libovolné kg, k1 necht Win(ko, k1) = {k1, k1 + 1,...,n — ko}.

Lemma 7.35 Jestlize k = ko + k1, pak plati

SIWE, A0 B i (s(koi,k1)>_ i (s(k:oi,kl))

i=s(ko,k1)—ko i=s(ko,k1)—k1
kde S(ko, ]{71) = ‘Ak n Win(k07 k1)| .

K dikazu lemmatu uvazme vSechna mozné rozmisténi k; jednicek a kg nul v
mnoziné proménnych Ay. Lze snadno ovéfit, ze pokud se dvé takovato rozmisténi
1if na mnoziné A, NWin(kg, k1), pak dévaji riizné subfunkce na mnoziné By. Pro
libovolné i, které spliiuje 0 < i < s(ko, k1), @ < k1 a s(ko, k1) — i < ko, existuje
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rozmisténi, které ma na mnoziné A, N Win(kg, k1) praveé i jednicek a s(ko, k1) — i
nul. Zvolme jedno z nich a uvazme vsSechna rozmisténi, ktera vzniknou permutaci
fixovanych hodnot na mnozinég A, "Win(ko, k1). Tim dostaneme (‘S(k"i’kl)) rozmis-
téni, kterd davaji riazné subfunkce. Souc¢tem téchto pocti pro vSechna piipustna
1 ziskdme pozadovany odhad.

K dokonceni dilkazu véty zvolime k = %n a uvazime nasledujici dvé kombi-
nace kg, k1

k’o k’l Win(k'o., kl)

&n on {Zn,... 5n}
Zn tn {&n,...,2n}

Snadno se ovéfi, Ze mnozina Ay zasahuje do sjednoceni obou uvazovanych
Win(ko, k1) alespon %n prvky a tedy do nékterého z nich alespon %n prvky.
Alespori pro jednu z uvaZovanych kombinaci ko, k1 tedy méame s(ko, k1) > 1%"'
Navic, s(ko, k1) < |Win(ko, k1)| < s5n. Z lemmatu pak vyplyva

n/10 n/5
S(HWB,, A, By) = > ( : ) > /5,

. i
=0
Tim je diikaz dokoncen. O

Poznamenejme, Ze existuje uspordddni m, pro které je m-OBDD(HWB,,) <
204202971,.

Véta 7.36 Pro HWB,, ezistuje read-once r.d. velikosti nejvige O(n?).

Dukaz. Pozadovany diagram popiSeme jako sekvencni vypocet, ktery ¢te kazdou
vstupni proménnou nejvyse jednou. Pocet riiznych stavi, kterymi mtize tento
vypocet projit, je pak hornim odhadem velikosti odpovidajiciho read-once r.d.

V kazdém okamziku vypoctu ozna¢me jako kg resp. ki pocet prectenych pro-
ménnjych s hodnotou 0 resp. 1. Dale, vypocet si pamatuje hodnoty téch dosud
prec¢tenych proménnych, jejichz index je v mnoziné Win(kg, k1). Strategie volby
testované proménné je takova, aby v kazdém okamziku bylo nutné si pamatovat
hodnotu nejvyse jedné dosud ¢tené proménné a navic, aby tato proménnd byla na
nékterém kraji mnoziny Win(kg, k1). Pokud neni pamatovdna zadnd proménna,
vybereme k pfecteni proménnou s nejniz$im (nebo nejvyssim) indexem. Pokud
je néjakd proménna pamatovana, vybereme k pfecteni proménnou, kterd je na
opafném konci mnoziny Win(ko, k1). Lze snadno ovéfit, Ze tato volba zarudi, ze i v
dal$im kroku je splnén vySe uvedeny pozadavek. Pocet riiznych stavi uvedeného
algoritmu je O(n?). O



