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Osnova

Q@ Uvod
© Gentzenovsky kalkul pro nejslabsi substrukturalni logiku FL
© Residuované svazy a FL-algebry

v rv

© Rozsiteni FL a algebraizovatelnost
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Substrukturalni logiky

@ Logiky, kde nefunguji néktera (nebo v§echna) strukturalni
odvozovaci pravidla.

@ Vznikaji zejména vynechanim nékterych strukturalnich pravidel z
gentzenovského kalkulu pro intuicionistickou nebo klasickou
logiku.

@ Poskytuji jednotny sjednocujici ramec pro mnoho neklasickych
logik (linearni, relevancni, fuzzy).

@ Nazev vznikl roku 1990 na konferenci “Logics with restricted
structural rules” (DoSen).
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Substrukturalni logiky

Gentzenovsky kalkul LJ pro intuicionistickou logiku

@ Inicialni sekvent:

o=

@ Pravidlo fezu:

M=« Yoa,ll=6 (cut)
Y rLN=¢

@ Pravidla pro konjunkci:
M=« M= 73

l=aAp (=N
Mo X=29¢ (M=) Mog,x=9
ManNpg, =9 MaANpg, =9
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Substrukturalni logiky

@ Pravidla pro disjunkci:

MNoa,=94 rg,x=9 (=V)
MNavpg,xr=9
=« =4
——— (V1= _—
NrN=avp ( ) r=avp (v2=)
@ Pravidla pro implikaci:
MN=a« Mng=>: Na=7
MNa—g,Mr=9 (==) M=a—p (=)
@ Pravidla pro negaci:
r=a MNaoa=
—ar= 07 LEET
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____ Substukiurani logiky |
Strukturalni pravidla

@ Pravidlo oslabeni (Weakening)

N=94¢ M=
Tarss W) o W
@ Pravidlo kontrakce (Contraction)
MNaoa,a,>=9
(c=)

MNaoax=20

@ Pravidlo zamény (Exchange)

Mo B,Y=6
WY
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Substrukturalni logiky

Co délaji &arky v LJ?

Tvrzeni

Sekvent aq,...,am = (3 je dokazatelny v LJ pravé tehdy, kdyz
ay A+ ANap = [ je dokazatelny v LJ.
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Substrukturalni logiky

Co délaji &arky v LJ?

Tvrzeni

Sekvent aq,...,am = (3 je dokazatelny v LJ pravé tehdy, kdyz
ay A+ ANap = [ je dokazatelny v LJ.

@ Pravidlo zamény (e=-) — umoznuje pouzivat predpoklady v
libovolném poradi.
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Substrukturalni logiky

Co délaji &arky v LJ?

Tvrzeni

Sekvent aq,...,am = (3 je dokazatelny v LJ pravé tehdy, kdyz
ay A+ ANap = [ je dokazatelny v LJ.

@ Pravidlo zamény (e=-) — umoznuje pouzivat predpoklady v
libovolném poradi.

@ Pravidlo oslabeni (w=-) — umoznuje pfidavat libovolné
redundantni pfedpoklady.
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ay A+ ANap = [ je dokazatelny v LJ.

@ Pravidlo zamény (e=-) — umoznuje pouzivat predpoklady v
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redundantni pfedpoklady.
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Co délaji &arky v LJ?

Tvrzeni

Sekvent aq,...,am = (3 je dokazatelny v LJ pravé tehdy, kdyz
ay A+ ANap = [ je dokazatelny v LJ.

@ Pravidlo zamény (e=-) — umoznuje pouzivat predpoklady v
libovolném poradi.

@ Pravidlo oslabeni (w=-) — umoznuje pfidavat libovolné
redundantni pfedpoklady.

@ Pravidlo kontrakce (c=-) — umoznuje pouzivat kazdy predpoklad

vicekrat.
V systému se v8emi strukturalnimi pravidly je sekvent aq,...,am =
dokazatelny, pokud s Ize odvodit z nékterych (ne nutné vSech)
aq,...,am pouzitych v libovolném poradi a libovolnékrat.
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Systém bez strukturalnich pravidel

V systému bez strukturalnich pravidel bude tedy zaviset na poradi,
poCtu a vyuziti predpokladu.
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Systém bez strukturalnich pravidel

V systému bez strukturalnich pravidel bude tedy zaviset na poradi,
poCtu a vyuziti predpokladu.

@ Bez pravidla zamény (e=-) — zélezi na poradi predpokladu.
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Systém bez strukturalnich pravidel

V systému bez strukturalnich pravidel bude tedy zaviset na poradi,
poCtu a vyuziti predpokladu.
@ Bez pravidla zamény (e=-) — zélezi na poradi predpokladu.

@ Bez pravidla oslabeni (w=-) — v dikazu sekventu 1 = © musi byt
kazdy predpoklad pouzit alespon jednou.
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Systém bez strukturalnich pravidel

V systému bez strukturalnich pravidel bude tedy zaviset na poradi,
poCtu a vyuziti predpokladu.

@ Bez pravidla zamény (e=-) — zélezi na poradi predpokladu.

@ Bez pravidla oslabeni (w=-) — v dikazu sekventu 1 = © musi byt
kazdy predpoklad pouzit alespon jednou.

@ Bez pravidla kontrakce (c=-) — v dukazu sekventu 1 = © musi byt
kazdy predpoklad pouzit maximalné jednou.

Rostislav Horéik (Ul AVCR) Residuované svazy Logicky seminaf, FF UK 8/24



Carka a multiplikativni konjukce

Zavedeme novou logickou spojku * (multiplikativni konjunkce, fusion),
kterd bude reprezentovat ¢arku. Pravidla pro x jsou:

Mo B,X=9 (=) M=« > =0
MNaxp,=24 NMy=axp

(=%)
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Carka a multiplikativni konjukce

Zavedeme novou logickou spojku * (multiplikativni konjunkce, fusion),
kterd bude reprezentovat ¢arku. Pravidla pro x jsou:

Mo B,2=9 (=) M=« > =0
MNaxp,=24 NMy=axp

(=%)

Tvrzeni

V systému s pravidly (x=), (=) a pravidlem fezu je sekvent
aq,...,am = (3 dokazatelny prave tehdy, kdyz aq *--- x am = 3 je
dokazatelny.
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Dveé implikace

Bez pravidla zdmény je pfirozené zavést dve implikace /,\ splnujici
a,a\f=pap/a,a=p.

=« MnNgsgx=:~ Na= g
Agarrss /7 F= gja )

fr=a MN,B8X=94¢ Na=p
Tairs=s (7 Teag &Y
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Dveé implikace

Bez pravidla zdmény je pfirozené zavést dve implikace /,\ splnujici
a,a\f=pap/a,a=p.

M=« Mngrx=>:s Na=73
A garr=s U7 DEY
fr=a MN,B8X=94¢ Na=p
fasrz—=s ) Toavg Y

Tvrzeni
Sekvent « x 3 = ~ dokazatelny prave tehdy, kdyz a = v/ je
dokazatelny, a to je prave tehdy, kdyz g = o\ 7.
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Substrukturalni logiky

Konstanty 0, 1

Konstantu 1 zavedeme jako nejslabsi dokazatelnou formuli a 0 jako

nejsilnéjsi spornou formuli, tj. 1 implikuje kazdou dokazatelnou a
kazda sporna implikuje 0.

NxX=9
0 (1w) L= (ow)
NN1,x=9 =0
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Kalkul FL (Full Lambek)

@ Jazyk FL: 0,1, A, V, %, /, \
@ Jednozavérové sekventy

Inicialni sekventy: o = a, = 1,0 =
Pravidlo fezu (cut)

Pravidla pro A a Vv

Pravidla (x=-) a (=)

Pravidla (/=), (=/) a (\=), (=)

°
°
°
°
°
@ Pravidla (1w) a (w0)
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Zakladni substrukturalni logiky

FL odebira vSechny strukturalni pravidla. Podobné je mozné odebrat
jen nékteré strukturalni pravidla. Timto zpusobem obdrzime tzv.
zakladni substrukturalni logiky.

@ FL — Zadné pravidlo,

@ FL, — FL+(weakening),

FLe — FL+(exchange),

FL. — FL+(contraction),

FLec — FL+(exchange, contraction),
FLew — FL+(exchange, weakening),
FLcw = FLeowe — Intuicionisticka logika.
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Zakladni substrukturalni logiky

FL odebira vSechny strukturalni pravidla. Podobné je mozné odebrat
jen nékteré strukturalni pravidla. Timto zpusobem obdrzime tzv.
zakladni substrukturalni logiky.

@ FL — Zadné pravidlo,

@ FL, — FL+(weakening),

FLe — FL+(exchange),

FL. — FL+(contraction),

FLec — FL+(exchange, contraction),
FLew — FL+(exchange, weakening),
FLcw = FLeowe — Intuicionisticka logika.

Podobné Ize odebirat strukturalni pravidla z Gentzenovského kalkulu
LK pro klasickou logiku. Takto vznikly kalkulus se oznacuje CFL.
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Algebraickd sémantika intuicionistické logiky

@ Trida Heytingovych algeber H.A tvoii algebraickou sémantiku pro
intuicionistickou logiku.
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Algebraickd sémantika intuicionistické logiky

@ Trida Heytingovych algeber H.A tvoii algebraickou sémantiku pro
intuicionistickou logiku.

@ Tzn. Ze sekvent = « je dokazatelny v LJ (FLy «) prave tehdy,
kdyZ identita o = 1 plati ve vS§ech Heytingovych algebrach.
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Algebraickd sémantika intuicionistické logiky

@ Trida Heytingovych algeber H.A tvoii algebraickou sémantiku pro
intuicionistickou logiku.

@ Tzn. Ze sekvent = « je dokazatelny v LJ (FLy «) prave tehdy,
kdyZ identita o = 1 plati ve vS§ech Heytingovych algebrach.

@ Pro mnozinu formuli I a formuli « plati

Mo iff {y=1|veltEpaa=1.
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Residuované svazy a FL-algebry

Sekvent a = (3 je dokazatelny v LJ iff = o — ( je dokazatelny v LJ iff
a— G=1plativHAiff a < v HA.
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Residuované svazy a FL-algebry

Sekvent a = (3 je dokazatelny v LJ iff = o — ( je dokazatelny v LJ iff
a— G=1plativHAiff a < v HA.
Definice
Residuovany svaz je algebra A = (A, A, V, %, /,\, 1) spliujici:
@ x je asociativnia x «1 =1 x = x, tj. (A, %, 1) je monoid,
@ (A /A, V) je svaz,
o xxy<ziffy<x\ziffx<z/y.
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Residuované svazy a FL-algebry

Sekvent a = (3 je dokazatelny v LJ iff = o — ( je dokazatelny v LJ iff
a— G=1plativHAiff a < v HA.
Definice
Residuovany svaz je algebra A = (A, A, V, %, /,\, 1) spliujici:
@ x je asociativnia x «1 =1 x = x, tj. (A, %, 1) je monoid,
@ (A /A, V) je svaz,
o xxy<ziffy<x\ziffx<z/y.

Definice

FL-algebra A = (A, A, V, %, /,\,0,1) je algebra, kde (A, A, V,*,/,\,1)
residuovany svaz.
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Teorie residuace

Definice

Necht P, Q jsou CUMy. Zobrazeni f: P — Q je residuované, pokud
existuje zobrazeni f*: Q — P takové, ze

f(p) <qq iff p<pf(q).

Dvoijice f, f* se nazyva residuovany par.
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Teorie residuace

Definice

Necht P, Q jsou CUMy. Zobrazeni f: P — Q je residuované, pokud
existuje zobrazeni f*: Q — P takové, ze

f(p) <qq iff p<pf(q).
Dvoijice f, f* se nazyva residuovany par.

Piklady

@ Necht P jsou oteviené mnoziny néjakého topologické prostoru a
Q jeho uzaviené mnoziny. Pak pro Clo: P — Q a Int: Q — P plati
Clo(A) C Biff AC Int(B).
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Teorie residuace

Definice

Necht P, Q jsou CUMy. Zobrazeni f: P — Q je residuované, pokud
existuje zobrazeni f*: Q — P takové, ze

f(p) <qq iff p<pf(q).

Dvoijice f, f* se nazyva residuovany par.

Priklady
@ Necht P jsou oteviené mnoziny néjakého topologické prostoru a
Q jeho uzaviené mnoziny. Pak pro Clo: P — Q a Int: Q — P plati
Clo(A) C Biff AC Int(B).
@ Necht Q = 2K, kde K je tfida struktur v jazyce £ a P = 2Fm(£),
Pak Mod: P — QaTh: Q — P spliuji Mod(A) C Biff AD Th(B).
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Teorie residuace

Tvrzeni
Necht f: P — Qa f*: Q — P je residuovany par. Pak
@ f, f* jsou rostouci,
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Teorie residuace

Tvrzeni

Necht f: P — Qa f*: Q — P je residuovany par. Pak
@ f, f* jsou rostouci,
e f*(q) =max{p e P|f(p) < g},
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Teorie residuace

Tvrzeni

Necht f: P — Qa f*: Q — P je residuovany par. Pak
@ f, f* jsou rostouci,
e f*(q) =max{p e P|f(p) < g},
o f(p)=min{ge Q| p<f(q)}
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Teorie residuace

Tvrzeni

Necht f: P — Qa f*: Q — P je residuovany par. Pak
@ f, f* jsou rostouci,
e f*(q) =max{p e P|f(p) < g},

e f(p)=min{ge Q| p<f(q)}
@ foffof=faf*ofof*=fF
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Teorie residuace

Tvrzeni
Necht f: P — Qa f*: Q — P je residuovany par. Pak
@ f, f* jsou rostouci,
e f*(q) =max{p e P|f(p) < g},
o f(p)=min{ge Q| p<f(q)}
@ foffof=faf*ofof*=fF
@ f zachovava suprema, tj. pro X C P kdyz \/ X existuje, pak

FV X) =V £(X),
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Teorie residuace

Tvrzeni
Necht f: P — Qa f*: Q — P je residuovany par. Pak
@ f, f* jsou rostouci,
f*(q) = max{p € P | f(p) < q},
f(p) =min{g € Q| p < f*(q)},
foffof=Ffaf*ofof*=F,
f zachovava suprema, tj. pro X C P kdyz \/ X existuje, pak
f(V X) = V(X),
@ f* zachovava infima, tj. pro Y C Q kdyz A Y existuje, pak

FNY) = NEY).
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Residuované svazy

Tvrzeni

Necht A = (A, A, V, %, /,\,1) je residuovany svaz. Pak pro vSechny
a, b, c € A nésledujici jsou residované pary:

@ fi(x)=axxafi(x)=a\x,
° gp(y) =y =bagyy)=y/b,
@ he(z) =c/za hi(z) = z\c (Galois connection).
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Residuované svazy

Tvrzeni

Necht A = (A, A, V, %, /,\,1) je residuovany svaz. Pak pro vSechny
a, b, c € A nésledujici jsou residované pary:

@ fi(x)=axxafi(x)=a\x,
° gp(y) =y =bagyy)=y/b,
@ he(z) =c/za hi(z) = z\c (Galois connection).

Dusledek
Necht X, Y C A. Pak

@ pokud \/ X a \/ Y existuji, pak \/ XV Y = \/,cx ey XV,
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Residuované svazy

Tvrzeni

Necht A = (A, A, V, %, /,\,1) je residuovany svaz. Pak pro vSechny
a, b, c € A nésledujici jsou residované pary:

@ fi(x)=axxafi(x)=a\x,
° gp(y) =y =bagyy)=y/b,
@ he(z) =c/za hi(z) = z\c (Galois connection).

Dusledek
Necht X, Y C A. Pak
@ pokud \/ X a \/ Y existuji, pak \/ XV Y = \/,cx ey XV,
@ pokud \/ X a A\ Y existuji, pak z\(A Y) = A cy 2\,
(V X)\Z = Ayex X\ Z (podobné pro /),
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Residuované svazy

Tvrzeni

Necht A = (A, A, V, %, /,\,1) je residuovany svaz. Pak pro vSechny
a, b, c € A nésledujici jsou residované pary:

@ fi(x)=axxafi(x)=a\x,
° gp(y) =y =bagyy)=y/b,
@ he(z) =c/za hi(z) = z\c (Galois connection).

Dusledek
Necht X, Y C A. Pak
@ pokud \/ X a \/ Y existuji, pak \/ XV Y = \/,cx ey XV,
@ pokud \/ X a A\ Y existuji, pak z\(A Y) = A cy 2\,
(V X)\Z = Ayex X\ Z (podobné pro /),
@ x\z=max{y e A|xxy<zitaz/y=max{xcA|xxy < z}.
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Priklady residovanych svazu a FL-algeber

Booleovy algebry

Heytingovy algebry

Svazove usporadané grupy

MV-algebry, BL-algebry

Mnozina ideall komutativniho okruhu uspofradana inkluzi
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Algebraickd sémantika FL

Trida F L vSech FL-algeber tvoii varietu a algebraickou sémantiku
vUci, které je FL korektni a UplIna.

Véta
Pro mnozinu formuli I' a formuli o plati

I r=o" iff {1:1/\’}/")/€r}|:]:£1:1/\04.
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Algebraickd sémantika FL

Trida F L vSech FL-algeber tvoii varietu a algebraickou sémantiku
vUci, které je FL korektni a Uplna.

Véta
Pro mnozinu formuli T a formuli « plati

I r=o" iff {1:1/\’}/"y€r}|:_7:£1:1/\04.

Véta
FL je algebraizovatelna (ve smyslu Bloka a Pigozziho).
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v,
RozSireni FL

Definice

Necht I je mnozina formuli a o (") jeji uzavér na substituce v jazyku
FL. Axiomatické rozsiteni FL+T je logika vznikla z FL pfidanim
inicidlnich sekventl = ~ pro vSechny ~ € o(I').
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v,
RozSireni FL

Definice

Necht I je mnozina formuli a o (") jeji uzavér na substituce v jazyku
FL. Axiomatické rozsiteni FL+T je logika vznikla z FL pfidanim
inicidlnich sekventl = ~ pro vSechny ~ € o(I').

Definice
@ Necht FL+I je axiomatické rozSifeni FL. Symbolem V(I') znaCime
podvarietu F L axiomatizovanou identitami 1 = 1 A v pro vSechny

vyel.
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v,
RozSireni FL

Definice

Necht I je mnozina formuli a o (") jeji uzavér na substituce v jazyku
FL. Axiomatické rozsiteni FL+T je logika vznikla z FL pfidanim
inicidlnich sekventl = ~ pro vSechny ~ € o(I').

Definice
@ Necht FL+I je axiomatické rozSifeni FL. Symbolem V(I') znaCime
podvarietu F L axiomatizovanou identitami 1 = 1 A v pro vSechny
vyel.
@ Necht K je tfida FL-algeber. Symbolem L(K) znac¢ime
axiomatické rozsifeni FL axiomatizované mnozinou formuli
{¢ | rovnice 1 =1 A ¢ plati v }.
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Duasledky algebraizovatelnosti

Véta
@ Necht FL+I je axiomatické rozsifeni FL. Pro mnozinu formuli X a
formuli « plati

Yhrra  iff . {1=1Ay]yellEpynl=1Aa.
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Duasledky algebraizovatelnosti

Véta
@ Necht FL+I je axiomatické rozsifeni FL. Pro mnozinu formuli X a
formuli « plati

Yhrra  iff . {1=1Ay]yellEpynl=1Aa.

@ Zobrazeni V a L tvofi dualni svazovy izomorfismus mezi svazem
axiomatickych rozsiteni FL a svazem podvariet FL-algeber.
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Aplikace

(Ne)Rozhodnutelnost, vlastnost kone¢nych modeld

Craigova interpolacni vlastnost, amalgamace

Minimalni podvariety, Jonssonovo lemma

VoIné algebry, normalni formy

Globalni véta o dedukci, EDPC
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Néktera axiomaticka rozsireni FL

0 FLo=FL+{(a* B)\(8* a)}, FLe=FL+{a\ (a * )},
FLy=FL+{a\1,0\a}, CFL=FL+{-—a\a.

V pfipadé prezence pravidla zdmény / = \ a znaci se —.
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Néktera axiomaticka rozsireni FL

0 FLo=FL+{(a* B)\(8* a)}, FLe=FL+{a\ (a * )},
FLy=FL+{a\1,0\a}, CFL=FL+{-—a\a.

V pfipadé prezence pravidla zdmény / = \ a znaci se —.

@ Relevancni logika R=CFLgc + {(a A (BV 7)) = (e AB) V(e A7)}
@ Multiplikativné aditivni fragment linearni logiky MALL=CFL,.
@ Godel-Dummetova logika G=FL¢ew + {(av — 5) V (8 — «)}.
@ Hajkova Basic Fuzzy Logic
BL=FLew+{(a — 8) V(8 — a), (@A B) = (a* (e — 5))}.
@ Lukasiewiczova logika
t=CFLew + {(a = B) V(8 — a), (e A B) = (a* (o — 0))}.
@ BCK= implika¢ni fragment FL¢,
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