1 Predikatova logika

1.1 Syntax
Podobné jako ve vyrokové logice zacneme nejprve se syntaxi predikatové logiky, ktera ndam fika,
co jsou spravné utvorené formule predikatové logiky. V dalsi ¢asti tohoto textu si pak vysvétlime,
jaky mohou mit formule vyznam (sémantiku).
Definice 1.1 Jazyk predikatové logiky L se sklddd z nédsledujicich ¢asti:
1. Logickych symbolu:
e spoetné mnoziny objektovych proménnych Var = {z,y, z, ...},
e vyrokovych logickych spojek =, A, V, =, <,
e obecného (univerzalniho) kvantifikdtoru V a existe¢niho kvantifikdtoru 3,
2. Speciélnich (mimologickych) symbola:
e mnoziny predikatovych symbolit R = {P,Q, R, ...},
e mnoziny konstatnich symbolu C = {a, b, ¢, ...},
e mnoziny funkénich symbolu F = {f, g,h,...},
3. Pomocnych symbolii: zavorky a ¢arka.

Kazdy predikatovy a funéni symbol md danou aritu (¢etnost). Tyto symboly tedy mohou byt
unérni, binarni, terndrni atd. Obecné mluvime o n-arnim predikatovém nebo funkénim symbolu.

Dodejme, ze jazyku predikatové logiky je mnoho. Vybér konkrétniho jazyka zavisi na tom, co
chceme predikatovou logikou formalizovat. Nicméné logické a pomocné symboly jsou u kazdého
jazyka stejné. Lisi se tedy jen ve specidlnich symbolech. Proto budeme zkracené jazyk £ zapisovat
jako mnozinu specidlnich symbolq, tj. £ = RUCUF. Napf. pokud chceme formalizovat vlastnosti
redlnych ¢isel, muze nds jazyk vypadat tfeba takto £ = {+,-,0,1,=,<}, kde +,- jsou bindrni
funkéni symboly, <, = jsou binarni predikatové symboly a 0,1 jsou konstantni symboly.

Nez budeme definovat pojem formule v predikatové logice, musime nadefinovat pojem termu.

Definice 1.2 Mnozina L-termi jazyka L je definovdna témito pravidly:
1. Kazdéa proménnd a kazdy konstatni symbol je term.
2. Jestlize f je funkéni symbol arity n a tq,...,t, jsou termy, pak f(t1,...,t,) je také term.
3. Nic, co nevzniklo koneénym pouzitim 1 a 2, neni term.

Pokud bude jazyk L jasny z kontextu, budeme misto o £-termech mluvit jen o termech.

Mejmé jazyk £ obsahujici unérni funkéni symbol f, bindrni funkéni symbol + a konstantni
symbol 0. Pak nasledujici jsou priklady L-termiu:

e z+ 0 (misto +(x,y) piseme z + y),
e 0+ (0+(040)),
e f(f(z)+ f(0+0)).

Nyni jiz muzeme nadefinovat pojem formule. Za¢neme s atomickymi formulemi, které si lze
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spojek a kvantifikdtoru.



Definice 1.3 Necht £ je jazyk. Atomicka £-formule je predikatovy symbol P aplikovany na tolik
termu, kolik je jeho arita. Tj. pro n-dérni P € R a termy ti,...,t, je P(t1,...,t,) atomickd
L-formule.

Definice 1.4 Necht L je jazyk. MnoZina L-formulf je definovéna témito pravidly:

1. Kazdé atomicka L-formule je L£-formule.

2. Jsou-li ¢ a ¢ dvé L-formule, pak (=), (¢ A¥), (p V), (¢ = ¥), (¢ & ¥) jsou opét
L-formule.

3. Je-li ¢ L-formule a x proménnd, pak (Vzy) a (Jzp) jsou opét L-formule.
4. Nic, co nevzniklo koneénym pouzitim 1 az 3, neni formule.
Pokud bude jazyk £ jasny z kontextu, budeme misto o £-formulich mluvit jen o formulich.

Podobné jako ve vyrokové logice budeme nékteré zavorky v zapisu formuli vynechavat. Predné
budeme opét vynechdvat vnéjsi zavorky. Dale v ptipadech, kdy budou chybét zavorky, budeme
predpoklddat, ze symboly —,V, 3 maji vétsi prioritu nez A, V, =, <. Takze naptiklad VyP(x,y) =

Q(z,y) znamend ((VyP(z,y)) = (Q(z,y))).
Déle poradi symboli —,V,3 ve formuli uréuje pofadi v jakém se aplikuji. Naptiklad piseme

Jr—Vy3zR(z,y, z) misto (Fx(—~(Vy(3z(R(x,y, 2))))))-

Definice 1.5 Necht ¢ je formule. Pojem podformule budeme definovat induktivné nasledovné:
1. Pokud je ¢ atomicka formule, pak « je podformule ¢ pravé tehdy, kdyz a = ¢.
2. Pokud ¢ = =), pak a je podformule ¢ pravé tehdy, kdyz a = ¢ nebo a je podformuli ).

3. Pokud ¢ = 1o x pro ¢ € {A,V,=, <}, pak a je podformule ¢ pravé tehdy, kdyz o = ¢
nebo « je podformuli v nebo « je podformuli x.

4. Pokud ¢ = Qz pro Q € {V,3}, pak a je podformule ¢ prévé tehdy, kdyz o = ¢ nebo « je
podformuli 4.

Piiklad 1.6 Nechf ¢ je formule dxVyP(z,y) V VzIyQ(z,y), kde P a @ jsou bindrni predikdtové
symboly. Podformule ¢ jsou 3zVyP(x,y), VyP(z,y), P(z,y), VoIyQ(x,y), IyQ(z,y), Q(z,y) a ¢
sama. V§iméte si, ze formule P(z,y)VVaxIyQ(z,y), kterd se vyskytuje jako ¢dst ¢, neni podformule

©.
Definice 1.7 Mégjme formuli ¢ a proménnou z, kterd se vyskytuje ve .

e Vyskyt proménné x je vdzany ve @, jestlize se z vyskytuje v néjaké podformuli formule ¢
tvaru 3z nebo V).

e V opacném piipadé mluvime o volném vyskytu.

Piiklad 1.8 Uvazujme formuli v jazyku s undrnim funénim symbolem f, bindrnim funkénim
symbolem + a bindrnimi predikdtovymi symboly <, =

Jz(z <y A Vy(z+ fly) =2)).
e vyskyt proménné z je volny,
e vsechny tfi vyskyty proménné x jsou vazané,

e proménnd y ma prvni vyskyt volny a druhé dva vazané.



Definice 1.9 Necht ¢ je formule.

e Pokud m4 formule ¢ pouze vdzané vyskyty proménnych, pak se nazyva sentence (uzaviend
formule).

e Pokud m4é formule ¢ pouze volné vyskyty proménnych, pak se nazyvé otevrend formule.

Piiklad 1.10 o VzVydu(x <y A Vy(z+ f(y) = x)) je sentence,
e z <y A (z+ f(y) = x) je oteviena formule,
e dx(z <y A Vy(z+ f(y) = x)) nenf ani uzaviend ani oteviend,

e 0< f(f(0)) je uzaviend i oteviena.

Definice 1.11 Necht ¢ je formule jejiz proménné, které maji volné vyskyty, jsou mezi z1, ..., T,.
Pak ¢ budeme znacit p(z1,...,z,). Méme termy ti,...,t,. Pak o(t1,...,t,) oznacuje formuli,
kde je kazdy volny vyskyt proménné x; nahrazen termem t;.

Kdykoliv budeme tuto notaci pouzivat, budeme vzdy predpokladat, ze zadny z termu t; ne-
obsahuje proménnou, kterd mé véazany vyskyt ve ¢. Napf. kdyz ¢(x) je Jy—(xz = y), pak neni
dovolené psét ¢(y). Duvod této konvence bude patrny pozdéji.

Pokud ¢(z,y) je napt. Iz(z +y < 2), t1 = 0 a to = f(0) + y, pak ¢(0, f(0) + y) oznacuje
formuli 32(0 + (f(0) +y) < 2).

1.2 Sémantika

Definice 1.12 Mégjme jazyk £ = R UC U F. Struktura pro jazyk L (L-struktura) je neprdzdna
mnozina A (universum) spolu se zobrazenim [—], které splituje nasledujici body:

1. kazdému predikdtovému symbolu P € R arity n pfifazuje podmnozinu [P] mnoziny A", tj.
n-arni relaci na mnoziné A,

2. kazdému konstatnimu symbolu a € C prifazuje prvek [a] z A,
3. kazdému funkénimu symbolu f € F arity n pfifazuje zobrazeni [f]: A" — A.

4. Pokud médme v R symbol =, pak [=] = {(a,a) | a € A}.

Piiklad 1.13 Uvazujme jazyk £ s binarnim predikdtovym symbolem H, konstatnim symbolem
0. L-struktura je napf. dvojice (A, [—]), kde A = {a,b,¢,d}, [0] = ¢,

[H] = {(a,b), (a, ), (b,¢), (¢, d), (d; a), (d, )} -

L-struktury budeme zkracené oznacovat tuc¢nou variantou téhoz pismene, kterym je oznaceno
universum. Déle misto interpretace [P] ve struktuie A pro P € £ budeme psat PA. Pokud je
jazyk L konectny, budeme strukturu zapisovat jako n-tici. Napt. pro strukturu z prikladu nahote:

A = (A H* 0A).

Piiklad 1.14 Méjme jazyk £ s bindrnimi predikaty <,=, bindrnimi funkénimi symboly +,-
a dvémi konstantami 0,1. L-struktura je napt. R = (R, +B® R R 1R <R) kde <R je in-
terpretovano jako bindrni relace “mensi nebo rovno” na redlnych éislech, tj. <® je mnozina
{(a,b) € R? | a je mensf nebo rovno b}, OF se realizuje jako redlné é&islo nula, 1® se realizuje
jako redlné ¢islo jedna, +B se interpretuje jako séitdni redlnych ¢isel a -R se interpretuje jako
nasobeni redlnych ¢éisel. Strukturu R budeme nazyvat struktura redlnych ¢isel.

Predikatovy symbol = se v zépisu R = (R, +® B OR 1R <R} ¢asto vynechavd, protoze
kdykoliv se objevi v néjaké formuli je jeho interpretace vzdy stejna viz Definice 1.12.

V piipadech, jako je tento, kdy maji symboly +,-,0,1,< “obvykly” vyznam, si dovolime
neduslednost a budeme psét R = (R, +,+,0,1, <).



Kdyz mame definovan pojem struktury, muzeme definovat pojem pravdivosti formule ve struktufe.

Zamérime se na sentence, protoze ptat se, jestli plati napf. atomickd formule x4y < 1 nema smysl.
Nicméné mé smysl se ptét, jestli napt. plati sentence Va3y(x + y < 1). Nejprve viak musime tict,
jak se poc¢ita hodnota termu.

Definice 1.15 Méjme strukturu A a ¢ term bez proménnych (tj. obsahuje jen konstanty a funkéni
symboly). Pak jeho hodnotu t* v A definujeme takto:

e Je-li term ¢ konstatni symbol ¢ € C, pak jeho hodnota je t& = cA.

o Jelit=f(t,...,t,) pro f € F at; termy, pak jeho hodnota je t& = fA(th ... t&).

Piiklad 1.16 Nechf R je struktura redlnych éisel z pifkladu 1.14 a ¢ = (1+1) - (14 (1+0)). Pak
tR =4

Nyni jiz mtzeme definovat pojem pravdivosti. Necht A je L-struktura. Budeme induktivné
definovat pravdivost L-sentence ¢ ve struktufe A. Znaceni A = ¢. V opaéném piipadé budeme
psét A £ o.

Zagneme definici pro atomickou sentenci ¢ = P(t1,...,t,). Protoze ¢ je sentence a neobsahuje
74dné kvantifikdtory, nemtize obsahovat zadné proménné. Tudiz mtzeme spoéitat hodnoty t#
podle Definice 1.15. M4 smysl tedy definovat A |= ¢ prave tehdy, kdyz (¢4, ..., t4) € PA.
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mulich.

Necht ¢ = —1). Pak A |= ¢ pravé tehdy, kdyz A }= ¢ (tj. ¥ je nepravdiva v A).

Necht ¢ = A x. Pak A = ¢ pravé tehdy, kdyz A E ¢ a A | x.

Necht ¢ =V x. Pak A = ¢ pravé tehdy, kdyz A = 9 nebo A E x.

Necht ¢ =1 = x. Pak A }£ o pravée tehdy, kdyz A =1 a A F~ x.

Necht ¢ = ¢ & x. Pak A |= ¢ pravé tehdy, kdyZz bud A = v a A | x nebo A [~ 9 a
A B x.

Posledni, co zbyva je nadefinovat pravdivost sentenci tvaru ¢ = Vaip a ¢ = Jxp. Pokud
1 neobsahuje volny vyskyt proménné x, pak definujeme A = ¢ pravé tehdy, kdyz A = ¢. V
ostatnich piipadech rozsitime nas jazyk L tak, aby obsahoval konstantni symboly pro vsechny
prvky universa A.

Definice 1.17 Necht £ je jazyk a A je L-struktura. Pak L4 je jazyk, ktery vznikne z £ pfiddanim
konstatnich symbolu pro kazdy prvek A, tj. La = LU{c, | a € A}. Symbolem A pak oznacujeme
L a-strukturu, kterd vznikne z A interpretaci [¢,] = a. Symboly ¢,, a budeme obcas ztotoziovat.

Pravdivost sentence ¢ nyni mtZzeme definovat pomoci pravdivosti v £a-struktuie Ac. Necht
¢ = Vay(z). Pak A | ¢ prdvé tehdy, kdyz pro vSechny a € A plati A¢ = ¥(c,). Pokud
p = Jxp(z). Pak A | ¢ prave tehdy, kdyz existuje a € A takové, ze Ac = ¥(cq)-

Pojem pravdivosti sentence ve struktufe A rozsifime na formule ¢(z1,...,z,), co nejsou
sentencemi tak, ze z nich sentence udéldme. Definujeme A = o(z1,...,2,) pravé tehdy, kdyz
A EVr - V(e ..., x,).

Pi#iklad 1.18 Necht £ = {R}, kde R je binarni predikat. Uvazujme L-strukturu A = (A, RA),
kde R* = {(p,q), (p,), (¢,7)}. Urcete, jestli

1. A= =3z R(z, ),
2. A =VavVyVz((R(z,y) A Ry, 2)) = R(z,2)).
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Obrézek 1: Relace R na mnoziné A.

Reseni Struktura A se sklad4 z nosné mnoziny A a bindrn{ relace R4, Muzeme si ji tedy zobrazit
jako orientovany graf.

1. Podle definice pravdivosti mdme, ze A = =3z R(x,z) pravé tehdy, kdyz A (£ Jx R(z, x).
TakZe musime zjistit, jestli je sentence Jx R(z, ) nepravdivd v A. Opét podle definice prav-
divosti to znamené, Ze neexistuje a € A takové, ze (a,a) € R®. Inspekef prvki R zjistime,
ze takové a skutetné neexistuje, a tudiz A = =3z R(x, x).

Neformdlné feceno ndm sentence —3z R(x,x) iikd, ze ve vyse uvedeném grafu neexituje
zadny bod, ze kterého by vedla sipka do ného samotného.

2. Podle definice pravdivosti mame, ze A |= VaVyVz((R(zx,y) AR(y, z)) = R(z, z)) pravé tehdy,
kdyz pro vSechna a,b,c € A plati Ac = (R(a,b) A R(b,c)) = R(a,c). Jelikoz implikace je
neplatnd jen v piipadech, kdy plati predpoklad a neplati zavér, staci zjistit, jestli tento
pifpad muze nastat. Predpoklad R(a,b) A R(b,¢) lze splnit jediné tak, ze a = p, b = ¢q a
c = r. V tomto pifpadé ale plati i zavér R(a,c), protoze (p,r) € RA. Z toho vyplyva, ze
implikaci nelze ué¢init nepravdivou, takze A = VaVyVz((R(x,y) A R(y, z)) = R(z, z)).

Zkracené feceno sentence VoVyVz((R(z,y) A R(y, z)) = R(z, 2)) ks, ze relace R je tran-
zitivni, coz je opét z obrazku dobfe patrné.

Priklad 1.19 Necht ¢ je sentence VzIy(x = y + y). Uvazujme strukturu R = (R, +,-,0,1,<) a
podobné strukturu celych ¢éisel Z = (Z,+,-,0,1, <), kde symboly +,-,0, 1, < maj{ bézny vyznam.
Rozhodnéte jestli plati nasledujici tvrzeni:

L REe,
2. ZE .

Reseni Pfipomenme, ze symbol = je v kazdé strukture interpretovan jako identickd relace na
nosné mnoziné, tj. jako rovnost.

1. Sentence ¢ je pravdiva ve strukture R pravé tehdy, kdyz pro vSechna a € R existuje b € R
takové, ze a = b+ b. To jisté pro redlnd ¢isla plati, protoze muzeme za b vzit prvek a/2 € R.
Z toho plyne, ze R | ¢.

2. Pro strukturu Z postupujeme podobné. Tady ovSem vidime, pro nékterd a € Z nemusi
existovat b € Z takové, ze a = b+ b. Napf. pro a = 3. Vhodné b existuje, jen pokud je a
délitelné dvémi. Z toho plyne, ze Z [~ .

Definice 1.20 Necht £ je jazyk, ¢ je L-formule a A je L-struktura. Pokud A | ¢, pak nazyvame
A model p.
Podobné pokud M je mnozina L£-formuli, pak A nazyvame model M, pokud pro vSechny ¢ € M

platf A = 1).

Definice 1.21 Necht £ je jazyk a ¢ je L-formule. Pak



e © nazyvame tautologii, pokud A = ¢ pro kazdou L-strukturu A (tj. kazdé A je model ¢),

e © nazyvame splnitelnou, pokud existuje L-struktura A takovd, ze A |= ¢ (tj. existuje model
©),

e © nazyvame nesplnitelnou (kontradikcg), pokud neexistuje L-struktura A takovd, ze A = ¢
(tj. neexistuje model ).

Definice 1.22 Nechf £ je jazyk a M je mnozina £-formuli. Pak
e M nazyvame splnitelnou, pokud existuje model M,

e M nazyvame nesplnitelnou, pokud neexistuje model M.

Definice 1.23 Necht £ je jazyk. Rekneme, 7e L-sentence ¢ je sémantickym disledkem (kon-
sekventem) mnoziny L-sentenci S, pokud kazdy model mnoziny S je také modelem sentence .

Znadime S | ¢. Misto {¢/} = ¢ piSeme 9 |= ¢ a misto ) = ¢ piSeme = .

Poznamka 1.24 V predikdtové logice mé symbol = vice vyznamua. Vyse definovany vyznam je
analogicky s vyznanem = ve vyrokové logice. Druhy vyznam je vyznam pravdivosti formule ve
struktufe.



