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Permutaéni grupy

Motivace
@ Permutace jsou dileZitou &asti matematiky viz pouZiti v
pravdépodobnosti, algeb¥e (nap¥. determinanty) a mnoho
dalSich.
@ Jsou zdsadni také pro kryptografii viz napf. monoalfabetické a
polyalfabetické sifry, enigma.

@ Pomoci permutaci Ize vydélat penize viz pan Samuel Loyd.

Samuel Loyd a jeho hlavolam “15-ka"
1000$ tomu, kdo najde FeSeni:
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Permutaéni grupy

Definice

Necht n ={1,2,3,...,n} a S, je mnoZina viech bijekci z n do n.
Pak S, tvo¥i grupu (S, -, 1, id) s operaci skladdani funkci - a
neutrdlnim prvkem id. Grupa S, se nazyva grupa permutaci (nebo
také symetrickd grupa).

Konvence
@ Permutace budeme sklddat zleva do prava, tj. f-g=gof.
@ Obraz prvku x permutaci f znatime xf, tj. xf = f(x).

@ Permutaci f € S, zapisujeme takto:

1 2 ... n
1f 2f --- nf
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Permutaéni grupy

\Q\
Il
N\
N =
BN
—= W
w
N~
oq
Il
N\
w =
NN
H W

P¥iklad
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Cykly a transpozice

Definice

M&jme r riznych prvki xi,...,x, € n. Pak r-cyklus (x; xo -+ x)
je permutace z S, kterd zobrazuje x; — x2, Xo — X3, ...,

Xr—1 — Xr, Xy — X1 a fixuje ostatni prvky z n.

2-cykly se také nazyvaji transpozice.

P¥iklad
e UvaZujme permuta&ni grupu Ss. Pak nap¥. 3-cyklus (1 5 2) je
nasledujici permutace z Ss:

1 2 3 45
5 1 3 4 2

@ Kazdy 1-cyklus je identicka permutace id.
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Cykly a transpozice

Definice
Dva r-cykly (x1 x2 --- x;) a (y1 y2 --- yr) se nazyvaji disjunktni,
pokud

{x1,%0, .-, x Ny, v2, .-,y = 0.

Véta

KaZda permutace se da vyjadFit jako soucin disjunktnich cykld.

P¥iklad

1 2 3 8
2 4 3

§ 3)-1245-9(0):(78)-

=(1245)-(79)

4 5 6
516
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Cykly a transpozice

Priklad
Stejnd metoda funguje i na vypolet soucinu cykli.

(145)-(46)-(647)-(37) = (145)-(376)

Tvrzeni
Mé&jme r-cyklus (x1 x2 -+ x.). Pak

(Xl Xp - Xr)_l :(X’, Xr—1 - Xl)

Priklad

(1245)-(78)-(36))t = (36)71-(78)71-(1245)!
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Cykly a transpozice

Tvrzeni
Disjuntni cykly komutuji, tj. f - g = g - f pro disjunktni cykly f, g.

Tvrzeni

Rad r-cyklu (x1 x2 -+ xp) jer.

P¥iklad
Napt. (145)3=(145)-(145)-(145)=id.

Véta

Necht f je permutace a f = f - f - - - f_je jeji rozklad na soué&in
disjunktnich cykli. Pak Fad f je nejmensi spole¢ny nasobek Fadi fi
az fk.
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Cykly a transpozice

Priklad

e . (123 45678
Spottéte Fad f—(2 465 1 3 8 7)658.

Mame f = (124 5)-(7 8)-(3 6). Rad f je tedy lem(4,2,2) = 4.
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Cykly a transpozice

Véta

KaZda permutace Ize vyjadFit jako soucin transpozic.

Dikaz
Cyklus (x1 x2 --- x,) lze vyjad¥it jako
(x1 x2) - (x1 x3) - (X1 xa) -+ (x1 xr).

P¥iklad
f=(1245)-(78)-(36)=(12)-(14) (15)-(78)-(36).
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Cykly a transpozice

Definice
Transpozici tvaru (i i + 1) budeme nazyvat sousedni transpozice.

Véta
KaZdou permutaci Ize vyjadFit jako soucin sousednich transpozic.

Ditkaz
Proi<joplati(ij)=0c-(—1j) -0 kde
o=(ii+1)-(i+1i+2)---(j—2j-1)

P¥iklad
VyjddFete transpozici (3 7) € Sg jako sou&in sousednich transpozic.
Miame o = (34)-(45)-(56). Pak

(37)=(34)-(45)-(56)-(67)-(56)-(45)-(34).
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Cykly a transpozice

Definice

Permutaci f nazveme lichou (sudou), pokud lze vyjad¥it jako
soutin lichého (sudého) pottu transpozic.

Lemma

Identickd permutace id je sudd (a ne lichd).

Véta

Kazd3 permutace je bud' lichd nebo sudi (nikdy ne oboji). Tj.
liché permutace jdou vyjadrit pouze jako soucin lichého poctu
transpozic a sudé permutace sudého poctu.
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Cykly a transpozice

Definice

Definujme zobrazeni s: S, — Z, vztahem:

0 pokud je f suda,
s(f) = o
1 pokud je f licha.

Véta
Necht f,g € S,. Pak s(f - g) = s(f) + s(g), tj. s je
homomorfismus grup.
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Aplikace

15-ka
1| 2| 3| 4 1| 2| 3| 4
51 6| 7| 8 . 51 6| 7| 8
9 10|11 | 12 9 10|11 | 12
13|15 | 14 13| 14 | 15

Zadany stav se lisi o jednu transpozici. K FeSeni je tedy potteba
licha permutace. Naopak na to aby se prazdné poli¢ko vratilo zpét
na svoji pozici je potfeba suda permutace.

Pan Loyd prodal mnoho svych 15-tek, aniz by musel nékomu
vyplatit slibenou odménu, protoZe feSeni prosté neexistuje.
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Aplikace

Enigma
Enigma je Sifrovaci pFistroj pouzivajici symetrickou
polyalfabetickou Sifru. Chod p¥istroje je uréen:

@ 3 rotory — permutace g1, 02, 03, poc¢ateéni nastaveni a
nastaveni zarazZek,

@ Plug board — souéin disjunktnich transpozic 7,

@ Reflektor — soucin disjunktnich transpozic p,
Pak j-té pismeno zpravy je Sifrovdno permutaci:

e=7(0" 010" (6% 02-07") (0% 03-07")

0 (0% 03t 0B) (005t o) (oM ort o) T,

kde 0 = (ABCD - --Z) a i, ir, i3 zavisi na j a nastaveni rotord.
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Aplikace

Rostislav Hor¢ik: YOIDMA 10: Permutace



Aplikace

UPOZORNENI!

Oficialn{ stranky predmétu:
http://cs.cas.cz/~horcik
© Pozadavky na zapocet
@ Priab&h zkoudek
© Studijni materidly (skripta a errata skript, sbirka p¥ikladi a
jeji errata)
@ Vzorky testl a pisemné zkousky

© Handouts z pfednasek
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