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Motivace

Permutace jsou důležitou část́ı matematiky viz použit́ı v
pravděpodobnosti, algeb̌re (nap̌r. determinanty) a mnoho
daľśıch.

Jsou zásadńı také pro kryptografii viz nap̌r. monoalfabetické a
polyalfabetické šifry, enigma.

Pomoćı permutaćı lze vydělat peńıze viz pan Samuel Loyd.

Samuel Loyd a jeho hlavolam “15-ka”

1000$ tomu, kdo najde řešeńı:

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 15 14

→

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15
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Definice

Necht’ n = {1, 2, 3, . . . , n} a Sn je množina všech bijekćı z n do n.
Pak Sn tvǒŕı grupu (Sn, ·,−1, id) s operaćı skládáńı funkćı · a
neutrálńım prvkem id . Grupa Sn se nazývá grupa permutaćı (nebo
také symetrická grupa).

Konvence

Permutace budeme skládat zleva do prava, tj. f · g = g ◦ f .

Obraz prvku x permutaćı f znač́ıme xf , tj. xf = f (x).

Permutaci f ∈ Sn zapisujeme takto:(
1 2 · · · n

1f 2f · · · nf

)
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Př́ıklad

Mějme f , g ∈ S4 definované:

f =

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
, g =

(
1 2 3 4
3 2 4 1

)
Pak

f · g =

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
6= g · f =

(
1 2 3 4
1 4 3 2

)
f −1 =

(
2 4 1 3
1 2 3 4

)
=

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
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Definice

Mějme r r̊uzných prvk̊u x1, . . . , xr ∈ n. Pak r -cyklus (x1 x2 · · · xr )
je permutace z Sn, která zobrazuje x1 7→ x2, x2 7→ x3, . . . ,
xr−1 7→ xr , xr 7→ x1 a fixuje ostatńı prvky z n.
2-cykly se také nazývaj́ı transpozice.

Př́ıklad

Uvažujme permutačńı grupu S5. Pak nap̌r. 3-cyklus (1 5 2) je
následuj́ıćı permutace z S5:(

1 2 3 4 5
5 1 3 4 2

)

Každý 1-cyklus je identická permutace id .

Rostislav Horč́ık: Y01DMA 11. května 2010: Permutace 5/17



Permutačńı grupy
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Definice

Dva r -cykly (x1 x2 · · · xr ) a (y1 y2 · · · yr ) se nazývaj́ı disjunktńı,
pokud

{x1, x2, . . . , xr} ∩ {y1, y2, . . . , yr} = ∅ .

Věta

Každá permutace se dá vyjáďrit jako součin disjunktńıch cykl̊u.

Př́ıklad

(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 4 3 5 1 6 8 7

)
= (1 2 4 5) · (3) · (6) · (7 8) =

= (1 2 4 5) · (7 8)
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Př́ıklad

Stejná metoda funguje i na výpočet součinu cykl̊u.

(1 4 5) · (4 6) · (6 4 7) · (3 7) = (1 4 5) · (3 7 6)

Tvrzeńı

Mějme r-cyklus (x1 x2 · · · xr ). Pak
(x1 x2 · · · xr )−1 = (xr xr−1 · · · x1).

Př́ıklad

((1 2 4 5) · (7 8) · (3 6))−1 = (3 6)−1 · (7 8)−1 · (1 2 4 5)−1

= (6 3) · (8 7) · (5 4 2 1)

= (3 6) · (7 8) · (1 5 4 2)
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Tvrzeńı

Disjuntńı cykly komutuj́ı, tj. f · g = g · f pro disjunktńı cykly f , g.

Tvrzeńı

Řád r -cyklu (x1 x2 · · · xr ) je r .

Př́ıklad

Nap̌r. (1 4 5)3 = (1 4 5) · (1 4 5) · (1 4 5) = id .

Věta

Necht’ f je permutace a f = f1 · f2 · · · fk je jej́ı rozklad na součin
disjunktńıch cykl̊u. Pak řád f je nejmenš́ı společný násobek řád̊u f1

až fk .
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Př́ıklad

Spočtěte řád f =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 4 6 5 1 3 8 7

)
∈ S8.

Máme f = (1 2 4 5) · (7 8) · (3 6). Řád f je tedy lcm(4, 2, 2) = 4.
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Permutačńı grupy
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Věta

Každá permutace lze vyjáďrit jako součin transpozic.

Důkaz

Cyklus (x1 x2 · · · xr ) lze vyjáďrit jako
(x1 x2) · (x1 x3) · (x1 x4) · · · (x1 xr ).

Př́ıklad

f = (1 2 4 5) · (7 8) · (3 6) = (1 2) · (1 4) · (1 5) · (7 8) · (3 6).
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Definice

Transpozici tvaru (i i + 1) budeme nazývat sousedńı transpozice.

Věta

Každou permutaci lze vyjáďrit jako součin sousedńıch transpozic.

Důkaz

Pro i < j plat́ı (i j) = σ · (j − 1 j) · σ−1, kde
σ = (i i + 1) · (i + 1 i + 2) · · · (j − 2 j − 1).

Př́ıklad

Vyjáďrete transpozici (3 7) ∈ S8 jako součin sousedńıch transpozic.
Máme σ = (3 4) · (4 5) · (5 6). Pak

(3 7) = (3 4) · (4 5) · (5 6) · (6 7) · (5 6) · (4 5) · (3 4) .
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Definice

Permutaci f nazveme lichou (sudou), pokud lze vyjáďrit jako
součin lichého (sudého) počtu transpozic.

Lemma

Identická permutace id je sudá (a ne lichá).

Věta

Každá permutace je bud’ lichá nebo sudá (nikdy ne oboj́ı). Tj.
liché permutace jdou vyjáďrit pouze jako součin lichého počtu
transpozic a sudé permutace sudého počtu.
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Definice

Definujme zobrazeńı s : Sn → Z2 vztahem:

s(f ) =

{
0 pokud je f sudá,

1 pokud je f lichá.

Věta

Necht’ f , g ∈ Sn. Pak s(f · g) = s(f ) + s(g), tj. s je
homomorfismus grup.
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15-ka

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 15 14

→

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

Zadaný stav se lǐśı o jednu transpozici. K řešeńı je tedy poťreba
lichá permutace. Naopak na to aby se prázdné poĺıčko vrátilo zpět
na svoji pozici je poťreba sudá permutace.

Pan Loyd prodal mnoho svých 15-tek, aniž by musel někomu
vyplatit sĺıbenou odměnu, protože řešeńı prostě neexistuje.
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Enigma

Enigma je šifrovaćı p̌ŕıstroj použ́ıvaj́ıćı symetrickou
polyalfabetickou šifru. Chod p̌ŕıstroje je určen:

3 rotory — permutace %1, %2, %3, počátečńı nastaveńı a
nastaveńı zarážek,

Plug board — součin disjunktńıch transpozic τ ,

Reflektor — součin disjunktńıch transpozic %,

Pak j-té ṕısmeno zprávy je šifrováno permutaćı:

εj = τ · (σi1 · %1 · σ−i1) · (σi2 · %2 · σ−i2) · (σi3 · %3 · σ−i3)·
· % · (σi3 · %−1

3 · σ
−i3) · (σi2 · %−1

2 · σ
−i2) · (σi1 · %−1

1 · σ
−i1) · τ ,

kde σ = (ABCD · · ·Z ) a i1, i2, i3 záviśı na j a nastaveńı rotor̊u.
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UPOZORNĚŃI!
Oficiálńı stránky p̌redmětu:

http://cs.cas.cz/∼horcik
1 Požadavky na zápočet

2 Pr̊uběh zkoušek

3 Studijńı materiály (skripta a errata skript, sb́ırka p̌ŕıkladů a
jej́ı errata)

4 Vzorky test̊u a ṕısemné zkoušky

5 Handouts z p̌rednášek
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