Pologrupy, monoidy a grupy
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Pologrupy, monoidy a grupy

Definice

Pologrupa je mnoZina M vybavena binarni operaci -: M?> — M,
kterd je asociativni, tj.

a-(b-c)=(a-b)-c
pro v8echny a, b, c € M. Pokud je operace - spliiuje
a-b=b-a

pro viechny a, b € M, pak M nazyvdme komutativni pologrupa.

Definice

(Komutativni) monoid M je (komutativni) pologrupa, kde existuje
neutralni prvek 1 € M takovy, Ze

Rostislav Hor¢ik: YOIDMA 4. kvétna 2010: Monoidy a grupy



Pologrupy, monoidy a grupy

P¥iklady
Q@ Kladn3 pfirozenad &isla N\ {0} se s¢itdnim tvo¥i komutativni
pologrupu, protoze s¢itani je asociativni.

@ Kladnd pfirozena &isla N '\ {0} s ndsobenim tvofi komutativni
monoid, protoZe s¢itani je asociativnia 1-x = x = x - 1.

© Necht ¥ je abeceda. Pak jazyk X* v&ech kone&nych slov nad
2 tvoFi pologrupu s operaci fetézeni slov, tj. wy - wo = wyws.
Pro X = {a, b, ¢} plati nap¥.

(aab - ba) - bb = aabbabb = aab - (ba - bb) .
Neni komutativni, protoZe napt.
ab-b=abb # bab=b-ab

Pokud do ¥* pfiddme prazdné slovo ¢, pak X* tvofi monoid,
protoze e -w =w = w - €.
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P¥iklad

M&jme neprazdnou mno¥inu M. Pak mnozina MM vech funkci z
M do M tvofi monoid s operaci skladani funkci o. Neutralni prvek
je identické zobrazeni id: M —s M. Tedy o: (MM)2 — MM,
ktera funkcim f, g € MM p¥itadi funkci f o g € MM definovanou:

(fog)(x)="f(g(x)), xeM.
Ové&Fime neutralitu id:
(id o f)(x) = id(f(x)) = f(x)
(foid)(x) = f(id(x)) = f(x)

Ové&¥ime asociativitu o:

) = f(g(h(x))) =
= f((goh)(x)) = (fo(goh)(x)
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((fog)oh)(x) = (f o g)(h(x)

(
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Definice

Grupa G je monoid, kde kaZdy prvek je invertibilni, tj. pro kazdé
a € G existuje b € G takové, Ze a-b=b-a=1.

Pokud je G komutativni, pak G nazyvame Abelovska grupa.

Tvrzeni

Nech G je grupa a a € G. Pak prvek b € G, ktery spliiuje

a-b=1=b- a, existuje pravé jeden a zna&i se a~!.

Notace

Znateni (G,-, 71, 1) pouZiva tzv. multiplikativni notaci. Pro n € N
symbol a” znaéi n-ndsobny soucin a-a---a.

Pro Abelovské grupy se také pouziva aditivni notace (G, +,—,0).
Pak misto a" pouzivime na=a+a+---+ a.
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Poznamka

Okruh s jednotkou (K, +,+,0,1) je algebra, kde (K, +, —,0) tvofi
Abelovskou grupu, (K, -, 1) je monoid a plati distributivni zakony:

a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c.

T&leso je okruh s jednotkou, kde navic (K \ {0},-, %, 1) tvo¥i
grupu.

Tedy nap¥. (Zm,+,—,0) je Abelovska grupa a (Zm,,1) je
komutativni monoid. Pokud je m prvogislo, pak (Z, \ {0},-,71,1)
je Abelovska grupa.

Ptiklad

Necht M je n-prvkovd mnoZina (n > 1) a S, je mnoZina viech
bijekci z M do M. Pak S, tvo¥i grupu (S,, 0, !, id) s operaci
skladani funkci o a neutrdlnim prvkem id. Grupa S, se nazyva
grupa permutaci.
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Definice
Necht (G,-,71,1) jegrupaa @ #S C G. Pak S se nazyva
podgrupa G, pokud je S uzavfend na - a ~!, tj. pro vdechny
a,be S plati:

Q@ a bes,

Q@ ales.

Definice

Necht S je podgrupa grupy G a a € G. Pak mnoZinu
a-S=1{a-s|s €S} nazyvame levou t¥idou rozkladu grupy G
podle podgrupy S.
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Ekvivalence indukovana podgrupou

Még&jme grupu G a jeji podgrupu S. Definujeme relaci Rs C G x G
takto:

aRsbiffal-beS.

Lemma

Relace Rs je ekvivalence na G jejiZ tFidy ekvivalence jsou
[a]rs = a- S.

Véta (Lagrange)

Pro podgrupu S konecné grupy G, plati, Ze |S| déli |G|.
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Definice

Rikdme, Ye dvé& grupy G, H jsou izomorfni (znateni G = H), pokud
existuje bijekce f: G — H takova, Ze f(a- b) = f(a) - f(b) pro
viechny a,b € G.

Definice

Grupa (G, -, 71, 1) se nazyva cyklicka, pokud existuje g € G
takové, ze G = {g" | n € N}.

Pokud G je kone€na, pak nejmensi n € N takové, 7ze g" =1, se
nazyva ¥ad grupy G.

Véta
Konecna cyklicka grupa Fadu m je izomorfni s grupou
(Zma +7 9 0)
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Definice

M&jme kone&nou grupu G a g € G. Pak S(g) = {g" € G| ne N}
je cyklickd podgrupa G generovand prvkem g. Rad prvku g se
definuje jako ¥ad grupy S(g), tj. |S(g)|. Pozn. |S(g)| d&li |G]|
(Lagrangeova véta).

Cyklické podgrupy Zn,
e Necht (Zpm,+,—,0) je kone&nd cyklickd grupa ¥adu m a

g € L.
o Ra4d prvku g je nejmensi k € N takové, 7e kg = 0, tj.
kg = lem(g, m).
e Protoze lem(g, m) = gm/ged(g, m), plati k = m/gcd(g, m).

Tedy S(g) = Zn, iff ¥ad g je m iff ged(g, m) = 1.
Existuje tedy ¢(m) prvki v Zp,, které maji ¥4d m (tzv.
primitivni elementy).
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Priklad
o Napf. v Z1g plati S(4) = {4,8,2,6,0} # Zio, tj. ¥ad 4 je 5.
o Naopak S(7) = {7,4,1,8,5,2,9.6,3,0} = Z1o, tj. ¥ad 7 je 10.
e Existuje ¢(10) = 4 prvki ¥adu 10, konkrétn& {1,3,7,9}.
@ Ostatni prvky maji ¥ad mensi. Konkrétn& S(0) = {0},
S5(5) ={0,5} a S(2) = S(4) = S(6) = S(8) = {0,2,4,6,8}.

Tvrzenf
Pro kazdy délitel d &isla m > 1 ma grupa (Zm,+, —,0) pravé
Jjednu cyklickou podgrupu Fadu d.

Disledek
Pro pFirozené &islo m > 1 plati:
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Definice

Necht K je kone&né t&leso. Pak symbolem K* znagime
multiplikativni grupu nenulovych prvki télesa K, tj.
K* = (K \ {0}7 ) _la 1)

Véta

Grupa K* md maximalné& jednu cyklickou podgrupu Fadu n pro
kaZdé n > 1. Pokud pro dané n tato podgrupa existuje, pak jeji
prvky {1, 02, ..., a" "1} spliuji

xX"—1=(x-1)(x—a) - (x—a" ).
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Véta
Necht K je kone&né téleso o q prvcich. Pak
@ kaZdy nenulovy prvek oo € K splifuje rovnici a971 =1,

© prvky télesa K jsou navzdjem riizné korfeny polynomu x9 — x,

tj.
x9—x= H(X—a).

ackK

Véta

Necht K je kone&né téleso o q prvcich. Pak K* je cyklickd grupa,

ti. K\ {0} = {1,a,0?,...,a972}, kde a je primitivni prvek grupy
K*.
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