
Pologrupy, monoidy a grupy
Cyklické grupy
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Definice

Pologrupa je množina M vybavená binárńı operaćı · : M2 −→ M,
která je asociativńı, tj.

a · (b · c) = (a · b) · c

pro všechny a, b, c ∈ M. Pokud je operace · splňuje

a · b = b · a

pro všechny a, b ∈ M, pak M nazýváme komutativńı pologrupa.

Definice

(Komutativńı) monoid M je (komutativńı) pologrupa, kde existuje
neutrálńı prvek 1 ∈ M takový, že

1 · x = x = x · 1 .
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Př́ıklady

1 Kladná p̌rirozená č́ısla N \ {0} se sč́ıtáńım tvǒŕı komutativńı
pologrupu, protože sč́ıtáńı je asociativńı.

2 Kladná p̌rirozená č́ısla N \ {0} s násobeńım tvǒŕı komutativńı
monoid, protože sč́ıtáńı je asociativńı a 1 · x = x = x · 1.

3 Necht’ Σ je abeceda. Pak jazyk Σ∗ všech konečných slov nad
Σ tvǒŕı pologrupu s operaćı řetězeńı slov, tj. w1 · w2 = w1w2.
Pro Σ = {a, b, c} plat́ı nap̌r.

(aab · ba) · bb = aabbabb = aab · (ba · bb) .

Neńı komutativńı, protože nap̌r.

ab · b = abb 6= bab = b · ab

Pokud do Σ∗ p̌ridáme prázdné slovo ε, pak Σ∗ tvǒŕı monoid,
protože ε · w = w = w · ε.
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Př́ıklad

Mějme neprázdnou množinu M. Pak množina MM všech funkćı z
M do M tvǒŕı monoid s operaćı skládáńı funkćı ◦. Neutrálńı prvek
je identické zobrazeńı id : M −→ M. Tedy ◦ : (MM)2 −→ MM ,
která funkćım f , g ∈ MM p̌rǐrad́ı funkci f ◦ g ∈ MM definovanou:

(f ◦ g)(x) = f (g(x)) , x ∈ M .

Ově̌ŕıme neutralitu id :

(id ◦ f )(x) = id(f (x)) = f (x)

(f ◦ id)(x) = f (id(x)) = f (x)

Ově̌ŕıme asociativitu ◦:

((f ◦ g) ◦ h)(x) = (f ◦ g)(h(x)) = f (g(h(x))) =

= f ((g ◦ h)(x)) = (f ◦ (g ◦ h))(x)
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Definice

Grupa G je monoid, kde každý prvek je invertibilńı, tj. pro každé
a ∈ G existuje b ∈ G takové, že a · b = b · a = 1.
Pokud je G komutativńı, pak G nazýváme Abelovská grupa.

Tvrzeńı

Nech G je grupa a a ∈ G . Pak prvek b ∈ G , který splňuje
a · b = 1 = b · a, existuje právě jeden a znač́ı se a−1.

Notace

Značeńı (G , ·,−1, 1) použ́ıvá tzv. multiplikativńı notaci. Pro n ∈ N
symbol an znač́ı n-násobný součin a · a · · · a.
Pro Abelovské grupy se také použ́ıvá aditivńı notace (G ,+,−, 0).
Pak ḿısto an použ́ıváme na = a + a + · · ·+ a.
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Poznámka

Okruh s jednotkou (K ,+, ·, 0, 1) je algebra, kde (K ,+,−, 0) tvǒŕı
Abelovskou grupu, (K , ·, 1) je monoid a plat́ı distributivńı zákony:

a · (b + c) = a · b + a · c , (a + b) · c = a · c + b · c .

Těleso je okruh s jednotkou, kde nav́ıc (K \ {0}, ·,−1, 1) tvǒŕı
grupu.
Tedy nap̌r. (Zm,+,−, 0) je Abelovská grupa a (Zm, ·, 1) je
komutativńı monoid. Pokud je m prvoč́ıslo, pak (Zm \ {0}, ·,−1 , 1)
je Abelovská grupa.

Př́ıklad

Necht’ M je n-prvková množina (n ≥ 1) a Sn je množina všech
bijekćı z M do M. Pak Sn tvǒŕı grupu (Sn, ◦,−1, id) s operaćı
skládáńı funkćı ◦ a neutrálńım prvkem id . Grupa Sn se nazývá
grupa permutaćı.
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Definice

Necht’ (G , ·,−1, 1) je grupa a ∅ 6= S ⊆ G . Pak S se nazývá
podgrupa G , pokud je S uzav̌rená na · a −1, tj. pro všechny
a, b ∈ S plat́ı:

1 a · b ∈ S ,

2 a−1 ∈ S .

Definice

Necht’ S je podgrupa grupy G a a ∈ G . Pak množinu
a · S = {a · s | s ∈ S} nazýváme levou ťŕıdou rozkladu grupy G
podle podgrupy S .
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Ekvivalence indukovaná podgrupou

Mějme grupu G a jej́ı podgrupu S . Definujeme relaci RS ⊆ G × G
takto:

a RS b iff a−1 · b ∈ S .

Lemma

Relace RS je ekvivalence na G jej́ıž ťŕıdy ekvivalence jsou
[a]RS

= a · S.

Věta (Lagrange)

Pro podgrupu S konečné grupy G , plat́ı, že |S | děĺı |G |.
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Definice

Ř́ıkáme, že dvě grupy G ,H jsou izomorfńı (značeńı G ∼= H), pokud
existuje bijekce f : G −→ H taková, že f (a · b) = f (a) · f (b) pro
všechny a, b ∈ G .

Definice

Grupa (G , ·,−1, 1) se nazývá cyklická, pokud existuje g ∈ G
takové, že G = {gn | n ∈ N}.
Pokud G je konečná, pak nejmenš́ı n ∈ N takové, že gn = 1, se
nazývá řád grupy G .

Věta

Konečná cyklická grupa řádu m je izomorfńı s grupou
(Zm,+,−, 0).
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Definice

Mějme konečnou grupu G a g ∈ G . Pak S(g) = {gn ∈ G | n ∈ N}
je cyklická podgrupa G generovaná prvkem g . Řád prvku g se
definuje jako řád grupy S(g), tj. |S(g)|. Pozn. |S(g)| děĺı |G |
(Lagrangeova věta).

Cyklické podgrupy Zm

Necht’ (Zm,+,−, 0) je konečná cyklická grupa řádu m a
g ∈ Zm.

Řád prvku g je nejmenš́ı k ∈ N takové, že kg = 0, tj.
kg = lcm(g ,m).

Protože lcm(g ,m) = gm/gcd(g ,m), plat́ı k = m/gcd(g ,m).

Tedy S(g) = Zm iff řád g je m iff gcd(g ,m) = 1.

Existuje tedy ϕ(m) prvk̊u v Zm, které maj́ı řád m (tzv.
primitivńı elementy).
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Př́ıklad

Nap̌r. v Z10 plat́ı S(4) = {4, 8, 2, 6, 0} 6= Z10, tj. řád 4 je 5.

Naopak S(7) = {7, 4, 1, 8, 5, 2, 9, 6, 3, 0} = Z10, tj. řád 7 je 10.

Existuje ϕ(10) = 4 prvk̊u řádu 10, konkrétně {1, 3, 7, 9}.
Ostatńı prvky maj́ı řád menš́ı. Konkrétně S(0) = {0},
S(5) = {0, 5} a S(2) = S(4) = S(6) = S(8) = {0, 2, 4, 6, 8}.

Tvrzeńı

Pro každý dělitel d č́ısla m ≥ 1 má grupa (Zm,+,−, 0) právě
jednu cyklickou podgrupu řádu d.

Důsledek

Pro p̌rirozené č́ıslo m ≥ 1 plat́ı:

m =
∑

d :d |m

ϕ(d) .
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Definice

Necht’ K je konečné těleso. Pak symbolem K∗ znač́ıme
multiplikativńı grupu nenulových prvk̊u tělesa K, tj.
K∗ = (K \ {0}, ·,−1, 1).

Věta

Grupa K∗ má maximálně jednu cyklickou podgrupu řádu n pro
každé n ≥ 1. Pokud pro dané n tato podgrupa existuje, pak jej́ı
prvky {1, α, α2, . . . , αn−1} splňuj́ı

xn − 1 = (x − 1)(x − α) · · · (x − αn−1) .
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Věta

Necht’ K je konečné těleso o q prvćıch. Pak

1 každý nenulový prvek α ∈ K splňuje rovnici αq−1 = 1,

2 prvky tělesa K jsou navzájem r̊uzné kǒreny polynomu xq − x,
tj.

xq − x =
∏
α∈K

(x − α) .

Věta

Necht’ K je konečné těleso o q prvćıch. Pak K∗ je cyklická grupa,
tj. K \ {0} = {1, α, α2, . . . , αq−2}, kde α je primitivńı prvek grupy
K∗.
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