Linearni algebra nad Z,, (dokon&eni), linedrni kédy
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Minule:

soustavy linedrnich rovnic nad Z,, p prvoéislo, stejné jako nad R.
Dale nad Z, stejn& jako nad R:

@ Vektorovy (linedrni) prostor, dimense, baze, soutadnice
vzhledem k bazi.

Napfiklad: (Zp)" vektorovy prostor dimense n nad Zp.
@ Vektorovy (linedrni) podprostor, dimense, baze, soufadnice

vzhledem k bazi.
Napf¥iklad:

{a'(2717374a7)+ﬁ'(07277>5>4) | OZ,ﬁEZB}

vektorovy podprostor (Z13)° dimense 2.

Béaze: g1 = (2,1,3,4,7), & = (0,2,7,5,4).

Soutadnice (12,10, 6,8, 50) vzhl. k bazi: (6, 2).

Protoze (12,10,6,8,50) = 6 - (2,1,3,4,7) + 2 (0,2,7,5,4).
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© Ortogonalni doplné&k vektorového podprostoru.
Napfiklad: ortogondlni doplnék k

{Oé‘(2,1,3,477)—|—ﬁ-(0,2,77574) | Oé,ﬁ6213}

ma dimensi 3 ( =5 — 2) a jeho baze je (jakykoli)
fundamentalni systém soustavy

X1
X2
) -l x3 | =0
X4
X5

N =
~ w
SIS
PN

7 N\
o N

nad Zl3.
Protoze: prvky ortogondlniho doplitku jsou vektory kolmé na
vSechny vektory plivodniho prostoru.
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Linearni algebra nad obecnym Z,

Nad Z,, kdyZ m neni prvocislo:
© Aritmetika matic: s¢itdni a nasobeni stejné jako nad R.

@ GEM se chova podivné: cokoli, zaloZené na GEM nebudeme
pouzivat. Tj. ¥eSeni soustav, hodnost matice, ...

© Determinant &tvercové matice stejné jako nad R (rekursivni
definice).
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Linearni algebra nad obecnym Z,

Véta (inverse matice nad obecnym Z,,)

Ctvercovd matice A nad Z., md inversi pravé tehdy, kdyZ det A md
inversi v Zm.
Pak

A7l =(detA) 1. DT
kde D je matice algebraickych dopliiki® matice A.

?Polozka d; matice D je alg. dopln&k prvku aj. Je to &islo (—1)™ - det Aj,
kde Aj vznikla z matice A vynechdnim i-tého ¥adku a j-tého sloupce.
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Linearni algebra nad obecnym Z,

P¥iklad
Pokud existuje, naleznéte inversi k matici

A =

= 01N
—

N~ W

N N Ol

nad Zz@.
Postup:

@ 26 neni prvodislo: nemiZeme pouzit GEM.
Q det A =7 v Zye (nemiZeme pouzit GEM).

© 771 v Zy existuje (sice 77! = 15). Proto existuje i inverse
k matici A.
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Linearni algebra nad obecnym Z,

P¥iklad (pokrat.)
@ Spocteme matici D algebraickych dopliiki:

18 18 25
D= 4 25 25
321 7
@ Inverse:
18 18 25\ | 10 8 19
Al=15. 4 25 25 =1 10 11 3
321 7 11 11 1
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Aplikace — Linedrni kédy nad Zp

P¥iklad (Rovina v R3 jako linedrni kéd)
Rovina x + y — z = 0 je linedrni podprostor V dimense 2 v R3.

© Volbou baze V lze generovat prvky V.
® V ma bazi (napf.): g1 = (1,2,3), &2 = (0,1,1).
@ Tudiz v € V iff existuji a1,a» € Rtak, Ze a1 - g1 +a> - @ = v.
(Protoze baze urtuje systém soufadnic.)
© Neboli: volbou aj, ay lze vygenerovat v € V takto:

1 2 3
V:(al’a2)'<o 1 1)

—_———

generujici matice G

Ji¥i Velebil: YOLDMA 23. bfezna 2010: Linedrni algebra a kédy



Aplikace — Linedrni kédy nad Zp

P¥iklad (Rovina v R3 jako linedrni kéd, pokrat.)
Rovina x + y — z = 0 je linedrni podprostor V dimense 2 v R3.

© Volbou ortogondlniho doplitku V' Ize testovat, zda vektory lezi
ve V.
® V ma ortogonalni dopln&k (napt.): hy = (1,1, —1).
® Tudiz v € Viff hy - v = 0. (ProtoZze ortogondlni dopln&k tu je
normélovy vektor.)
© Neboli: syndrom s vektoru v = (vi, va, v3)

Vi
s=(1 1 -1)-| w
— V3

kontrolni matice H

uréuje miru prislusnosti do V.
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Aplikace — Linedrni kédy nad Zp

Tyto tvahy zobecnime

@ Vektorovy prostor R3 nahradime vektorovym prostorem (Zp)",
p prvodislo.

@ Rovinu v R3 nahradime vektorovym podprostorem V v (Z,)"
dimense k.

PY¥edchazejici geometricka interpretace v3ak zlistava stejnal
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Aplikace — Linedrni kédy nad Zp

P¥iklad (ISBN — International Standard Book Number)
Deset cifer: pouzity symboly z mnoZiny
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, X}, chdpano jako Zi;.
P¥iklad:
80—7203—-438-3

kde jednotlivé skupiny znamenaji:

© 80 jazyk knihy (&estina)

@ 7203 nakladatelstvi (Argo)

© 438 &islo knihy, pridélené nakladatelstvim

@ 3 kontrolni bit

Obecné: x1.xpX3XaX5XgX7XgX0X10, kde Z}gl ixi =0 v Z11.
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Aplikace — Linedrni kédy nad Zp

P¥iklad (ISBN, pokrat.)
Kdy je Fet&zec xixpx3X4x5X6X7XX9x10 kédem ISBN?
Pravé kdyZ jeho syndrom
X1
X2
X3
X4
(1,2,3,4,5,6,7,8,9, X) - f”
6
kontrolni matice H kédu ISBN X7
X8
X9
X10
je nula (potitdno v Zi1).
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Aplikace — Linedrni kédy nad Zp

P¥iklad (ISBN, pokrat.)

Jak vytvorit kéd ISBN?
Info o knize = 9 bitl. Jak spoditat kontrolni bit?

100 00O0O0TO0TO?1
01 00O0O0O0TO0OTO0 2
001 00O0OO0OTO0OTG O 3
0 001O0O0O0TO0TO0 4
(x1, X2, X3, Xa, X5, X, X7,Xg,%9)-] O 0 0 0 1 0 0 0 O 5
0 000OOT1O0TUO0TUO0F®6
0000O0OOT1QO0TOFZY
0000O0OOOT1TQO0 8
0000O0OOOOT1O9

generujici matice G kédu ISBN

= (X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8, X9, X10) V Z11.
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Aplikace — Linedrni kédy nad Zp

P¥iklad (ISBN, pokra&., geometricky pohled)

@ Kody ISBN = prvky vektorového podprostoru V' ve
vektorovém prostoru (Z1)'°.
Baze prostoru V = ¥adky matice G.
Dimense V = 9.

@ Info o knize = soufadnice v € V vzhledem k bazi.
© Test pfi pfijmu = syndrom Hv.
Radky H = béze ortogonalniho doplitku k V.

Kéd ISBN = linearni 11-kod délky 10 a dimense 9.
Je schopen detekovat jednu chybu a prohozeni dvou pozic.?

“To jsou b&zné pisafské chyby. ISBN je stary kéd, za¢ind byt nahrazovén
ISBN 13.
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Aplikace — Linedrni kédy nad Zp

Linedrni p-kéd délky n a dimense k

Chceme zabezpecit data pred poskozenim.
V' podprostor (Z,)" dimense k.
Terminologie:

@ v € V je kédové slovo (ta budeme posilat).
© Biaze g1, ..., gk prostoru V jako ¥adky matice G: generujici

matice.

QveV ifFv:fozla;-g,-.
Soutadnice v vzhledem ke G: (a1, ..., ak) jsou informaéni
bity.

@ Baze ortogonalniho doplitku k V/, zapsand jako ¥adky matice
H: kontrolni matice.

© v € V iff Hv = 0 iff syndrom slova v je 0 (test p¥i p¥ijmu).
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Aplikace — Linedrni kédy nad Zp

P¥iklad (Linedrni 2-kéd délky 7 a dimense 4)

V podprostor (Z;)" dimense 4 s generujici matici

g 1000011
c_|&e|_[0o1o001001
g 0010110
g 0001111

Posilani zpravy:
@ 4 info bity = soufadnice vzhledem ke G.
@ 7 — 4 = 3 redundantni bity = dimense ortogonalniho dopliku.
© Naptiklad: info = (0,1,1,1). Pogleme
v=(0,1,1,1)-G=(0,1,1,1,1,0,0).
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Aplikace — Linedrni kédy nad Zp

P¥iklad (pokrat.)

Spotteme kontrolni matici (= baze ortogonalniho dopliiku):
0001111
H=({0110011
1010101

Idedlni kéd, pokud doslo k nejvySe jedné chybé. P¥ijimani zpravy:

@ PYijmeme w a predpokladame, Ze doslo k nejvyse jedné chybé.
Tj. w = v + e (v je kédové slovo a e je error pattern, e
obsahuje nejvyse jednu jednitku).

@ Spocteme syndrom s slova w: s = Hw = He.
Jestlize s = 0, p¥i pfenosu nedoslo k chybé.
Jestlize s je i-ty sloupec H, doslo k chyb& na /-tém misté,
opravime.

© |Izolujeme info bity.
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Aplikace — Linedrni kédy nad Zp

Vztah matice G s matici H
V prostor dimense k, ¥adky matice G = baze V, rank(G) = k.

V' ortogonalni dopln&k prostoru V/, dimense (n — k). Radky
matice H = baze V*, rank(H) = n — k.

Ti. G-H' =0.
© Zname G: Fadky matice H jsou fundamentalni systém rovnice
Gx =0.
@ Zname H: ¥adky matice G jsou fundamentalni systém rovnice
Hx = 0.
@ Jeli G = (EB) (tj., kdyZ V je systematicky kéd), pak
H=(-BT|E".
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Aplikace — Linedrni kédy nad Zp

Dalsi informace a historie:

@ Richard Wesley Hamming (1915-1998): Bellovy laboratofe,
~1946, technika pro opravu chyb na dérnych stitcich,
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/
Biographies/Hamming.html

@ J. Adamek, Foundations of Coding, John Wiley & Sons, New
York, 1991

© D. J. C. MacKay, Information Theory, Inference and Learning
Algorithms, Cambridge Univ. Press, 2003
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