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Rekurentńı rovnice, strukturálńı indukce
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Rekurentńı rovnice
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Backusova-Naurova forma

Nap̌ŕıklad syntaxe formuĺı výrokové logiky

ϕ ::= a | tt | (ϕ ∧ ϕ) | (¬ϕ)

kde a ∈ At.

Poznámky

1 Relaxace BNF.

2 Původ notace: John Warner Backus a Peter Naur pro popis
syntaxe jazyka Algol 60.
Pravidla stejné vyjaďrovaćı schopnosti: hindský gramatik
Pān. ini (cca 6. stolet́ı p̌r.n.l.) pro popis sanskrtu.
Prvńı formálńı popis p̌rirozeného jazyka: 3 959 veřs̊u d́ıla
Astādhyāȳı.
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Strukturálńı indukce
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Jiné zápisy BNF

a
|
tt
| ϕ1 ϕ2

(ϕ1 ∧ ϕ2)
| ϕ

(¬ϕ)

nebo

a
(atom) |

tt
(true) | ϕ1 ϕ2

(ϕ1 ∧ ϕ2)
(and) | ϕ

(¬ϕ)
(not)

Axiomy: (atom), (true). Deduktivńı pravidla: (and), (not).

Syntaktický strom (Parsing Tree)

a
(atom)

b
(atom)

(a ∧ b)
(and)

(¬(a ∧ b))
(not)
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Jazyk generovaný gramatikou

Abeceda: Σ = At ∪ {tt,∧,¬, (, )}.

Množina F všech formuĺı je F ⊆ Σ∗.

F je induktivně generovaná “gramatikou” (atom), (true), (and),
(not).

Pro každé ϕ ∈ Σ∗ plat́ı

ϕ ∈ F iff existuje parsing tree (dané “gramatiky”).

Z toho plyne daľśı indukčńı princip!
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Př́ıklad

Pro každé ϕ ∈ F plat́ı: ϕ má stejný počet pravých a levých závorek.

Řešeńı:

1 Tvrzeńı plat́ı pro závěr každého z axiomů (atom), (true).

2 Pro pravidlo (and):
Jestliže tvrzeńı plat́ı pro každý p̌redpoklad pravidla (and), pak
tvrzeńı plat́ı i pro závěr pravidla (and).

3 Pro pravidlo (not):
Jestliže tvrzeńı plat́ı pro každý p̌redpoklad pravidla (not), pak
tvrzeńı plat́ı i pro závěr pravidla (not).

Podle principu strukturálńı indukce jsme hotovi.
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Řešeńı:
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Princip strukturálńı indukce

At’ Σ je libovolná konečná abeceda. At’ G je konečná sada
odvozovaćıch pravidel, která induktivně zadává množinu slov
L ⊆ Σ∗.
At’ A je množina všech axiomů z G . At’ D je množina všech
deduktivńıch pravidel z G .
At’ V je nějaká vlastnost slov nad abecedou Σ. K tomu, abychom
ukázali, že každé slovo v množině L má vlastnost V , stač́ı ukázat:a

1 Základńı krok: Závěr každého axiomu z množiny A má
vlastnost V .

2 Indukčńı krok: Pro každou instanci libovolného deduktivńıho
pravidla v množině D plat́ı:

Jestliže všechny p̌redpoklady pravidla maj́ı vlastnost V , potom
i závěr tohoto pravidla má vlastnost V .

aTomu se ř́ıká: Vlastnost V je invariantńı na pr̊uchod gramatikou G .
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Plat́ı:

1 Jestliže plat́ı (silný nebo slabý) princip indukce, plat́ı i princip
strukturálńı indukce.

2 Pro každou neprázdnou abecedu Σ plat́ı: existuje množina
M ⊆ Σ∗, kterou nelze zadat induktivně.

Daľśı poznatky: skripta a sb́ırka řešených p̌ŕıkladů.
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Př́ıklad (Parketáž triminy z minulé p̌rednášky)

P(n) = počet parket k vyparketováńı ḿıstnosti rozměru n

1 P(1) = 1.

2 P(n + 1) = 1 + 4 · P(n), n ≥ 1.

Čili:

1 P(n + 1)− 4 · P(n) = 1, n ≥ 1 (rekurentńı rovnice).

2 P(1) = 1 (počátečńı podḿınka).
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Př́ıklad (složitost algoritmu Bubblesort)

Označte C (n) počet porovnáńı v segmentu (pseudo)kódu

for i:=1 to n
for j:= i+1 to n

if A[i] > A[j] then swap(A[i],A[j]) endif
endfor

endfor

Potom plat́ı:

C (n) = (n − 1) + (n − 2) + · · ·+ 1 + 0 =
n−1∑
k=0

k , n ≥ 1.

Tedy C (1) = 0, C (n + 1) = C (n) + n, n ≥ 1.
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Definice

Lineárńı rekurentńı rovnice k-tého řádu s konstantńımi koeficienty
je zápis

akX (n + k) + ak−1X (n + k − 1) + · · ·+ a0X (n) = f (n)

kde ak 6= 0.

Terminologie:

Koeficienty: (reálná nebo komplexńı) č́ısla ak , ak−1,. . . , a0

Pravá strana: posloupnost f (n)

Př́ıslušná homogenńı rovnice:
akX (n + k) + ak−1X (n + k − 1) + · · ·+ a0X (n) = 0

Charakteristická rovnice: akλ
k + ak−1λ

k−1 + · · ·+ a0 = 0
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Kompletńı řešeńı homogenńı rovnice

1 Vy̌reš́ıme charakteristickou rovnici
akλ

k + ak−1λ
k−1 + · · ·+ a0 = 0.

Kǒreny: λ1 (násobnost k1), . . . , λr (násobnost kr ).

2 Kǒren λ1 násobnosti k1 ≥ 1 p̌ridá k1 r̊uzných posloupnost́ı do
fundamentálńıho systému:

λn
1, n · λn

1, n2 · λn
1, . . . , nk1−1 · λn

1

(analogicky p̌rispěj́ı kǒreny λ2, . . . , λr ).

3 Fundamentálńı systém má celkově k r̊uzných posloupnost́ı,
protože k1 + k2 + · · ·+ kr = k .

4 Kompletńı řešeńı homogenńı rovnice je lineárńı kombinace
fundamentálńıho systému.
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fundamentálńıho systému:
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Odhad partikulárńıho řešeńı pro pravou stranu An · P(n), kde A je
č́ıslo a P(n) je polynom

1 d je násobnost A jako kǒrene charakteristické rovnice.
(Násobnost 0 znamená: A neńı kǒren).

2 Odhad partikulárńıho řešeńı: nd · An · p(n), kde p(n) je
polynom stejného stupně jako P(n).

3 Koeficienty polynomu p(n) źıskáme z požadavku, že
nd · An · p(n) má řešit danou nehomogenńı rovnici.

Pro složitěǰśı pravou stranu lze použ́ıt princip superposice.
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Jǐŕı Velebil: Y01DMA 23. února 2010: Strukturálńı indukce 12/19
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Kompletńı řešeńı nehomogenńı rovnice

1 Sečteme kompletńı řešeńı homogenńı rovnice a partikulárńı
řešeńı.

2 Jsou-li zadány počátečńı podḿınky: nakonec urč́ıme
koeficienty lineárńı kombinace fundamentálńıho systému.

Shrnuto:

1 Silná analogie s lineárńımi diferenciálńımi rovnicemi.

2 Diferenčńı a sumačńı počet, viz nap̌r.

J. Kaucký, Kombinatorické identity , Veda, Bratislava, 1975

W. G. Kelley a A. C. Peterson, Difference Equations: An
Introduction with Applications, Academic Press Inc., New
York, 1991
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Rekurentńı rovnice Divide and Conquer

Kompletńı řešeńı nehomogenńı rovnice
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Rekurentńı rovnice
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Definice (O-notace)

At’ f , g : N→ R jsou funkce. Řekneme, že f ∈ O(g) (někdy i
f (n) ∈ O(g(n))) (čteme: f je ťŕıdy velké O g),a když existuj́ı C a
n0 tak, že plat́ı

|f (n)| ≤ C · |g(n)|, pro všechna n ≥ n0

aZavedl Paul Bachmann v roce 1892.

Př́ıklady

1 f ∈ O(f ) plat́ı vždy.

2 6n3 − 127n2 + πn ∈ O(n3).

3 3n /∈ O(np), pro každé p ∈ N.

4 n! ∈ O(nn).
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Věta

At’ f , g : N→ R jsou funkce a at’ limita

lim
n→+∞

|f (n)|
|g(n)|

existuje a je konečná. Pak f ∈ O(g).

Pozor!

Obráceńı této věty neplat́ı.

Pro f (n) = sin n, g(n) = 1 plat́ı f ∈ O(g), ale limn→+∞
|f (n)|
|g(n)|

neexistuje.
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Rekurentńı rovnice
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Hierarchie (asymptotické) složitosti

1 Polynomiálńı: nap̌ŕıklad O(n4).
Slogan: polynomiálně složité algoritmy jsou “rychlé”.
Př́ıklad: Bubblesort je O(n2).

2 Exponenciálńı: nap̌ŕıklad O(2n).
Slogan: exponenciálně složité algoritmy jsou “pomalé”.
Př́ıklad: test prvoč́ıselnosti postupným děleńım (Eratosthenovo
śıto).

3 A řada daľśıch ťŕıd složitosti. . .

Viz nap̌ŕıklad

T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, C. Stein,
Introduction to Algorithms, MIT Press, 2001
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Strategie Divide and Conquer

Problém velikosti n je rozdělen na a podproblémů velikosti n
b a p̌ri

děleńı je “spoťrebován čas” f (n). Celkový čas T (n) je pak dán
vztahem

T (n) = a · T (
n

b
) + f (n), n ≥ 1.

Př́ıklad (Merge-Sort)

Vstup: pole č́ısel ~x = x [1], . . . , x [n].
Výstup: seťŕıděné pole č́ısel ~x .

Složitost: T (n) =

{
c pro n = 1

2T (n/2) + cn pro n > 1.
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Rovnice Divide and Conquer

T (n) = a · T (
n

b
) + f (n), n ≥ 1,

kde a ≥ 0, b > 0 jsou p̌rirozená č́ısla.
Pokud n = bk , pak plat́ı

T (n) = a · T (
n

b
) + f (n)

= a2 · T (
n

b2
) + a · f (

n

b
) + f (n)

= a3 · T (
n

b3
) + a2 · f (

n

b2
) + a · f (

n

b
) + f (n)

...

= ak · T (
n

bk
) +

k−1∑
j=0

aj · f (
n

bj
)
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Divide and Conquer, pokrač.

Pokud n = bk , plat́ı

T (n) = ak · T (1) +
k−1∑
j=0

aj · f (
n

bj
)

Věta

At’ T : N→ R je rostoućı funkce, která pro všechna n dělitelná
p̌rirozeným č́ıslem b ≥ 2 splňuje rekurentńı rovnici

T (n) =

{
c pro n = 1

a · T (n/b) + cn pro n > 1.
,

kde a ≥ 1, c > 0 jsou reálná č́ısla. Pak plat́ı:

T (n) ∈ O(nlogb a), když a > b, T (n) ∈ O(n log n), když a = b.
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