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Rekursivńı algoritmy
Shrnut́ı p̌rednášky
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Př́ıklad

Mı́stnost́ı rozměru n budeme rozumět šachovnici rozměru 2n × 2n,
ze které je jedno (libovolné) pole vyjmuto. Toto je p̌ŕıklad
ḿıstnosti rozměru 3:

??
??

? �����
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Př́ıklad (pokrač.)

Trimino je parketa následuj́ıćıho tvaru:

Dokažte indukćı:

Každou ḿıstnost rozměr̊u n ≥ 1 lze vyparketovat triminy.
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P(n) = počet parket k vyparketováńı ḿıstnosti rozměru n

1 P(1) = 1.

2 P(n + 1) = 1 + 4 · P(n), n ≥ 1.

Tomu se ř́ıká rekurentńı rovnice.

Jak vyjáďrit hodnoty P(n) explicitně?

Řešeńı (jisté ťŕıdy) rekurentńıch rovnic — p̌ŕı̌st́ı p̌rednáška.
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Princip slabé indukce

At’ V je nějaká vlastnost p̌rirozených č́ısel. K tomu, abychom mohli
usoudit, že všechna p̌rirozená č́ısla n ≥ n0 maj́ı vlastnost V , stač́ı
ukázat dvě věci:

1 Základńı krok: č́ıslo n0 má vlastnost V .

2 Indukčńı krok: č́ıslo n + 1 má vlastnost V , pokud
p̌redpokládáme, že č́ıslo n má vlastnost V .

Analogie s rekursivńım algoritmem

Všechny úlohy rozměru n ≥ n0 jsou zpracovány, pokud:

1 Základńı krok: úloha rozměru n0 je zpracována nerekursivně.

2 Rekursivńı voláńı: úloha rozměru n + 1 je zpracována, pokud
po dekompozici je zpracována úloha rozměru n.
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Př́ıklad

Posloupnost {F (n)}∞n=1 Fibonacciho č́ısel je definována rekurentně
takto:

F (1) = 1, F (2) = 1, F (n + 2) = F (n) + F (n + 1), pro n ≥ 1.

Dokažte, že pro každé n ≥ 2 plat́ı rovnost

F (n)2 − F (n − 1) · F (n + 1) = (−1)n−1.

Řešeńı: indukce podle n.
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Př́ıklad, pokrač.

1 Základńı krok: plat́ı rovnost pro n = 2?

F (2)2 − F (1) · F (3) = (−1)2−1 Plat́ı to?

Předevš́ım: F (2) = 1, F (1) = 1 a F (3) = F (1) + F (2) = 2.
Potom

F (2)2 − F (1) · F (3) = 1− 1 · 2 = −1 = (−1)1 = (−1)2−1,

a to jsme chtěli.
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Př́ıklad, pokrač.

2 Indukčńı krok: máme pevné n ≥ 2 a chceme dokázat rovnost:

F (n + 1)2 − F ((n + 1)− 1) · F ((n + 1) + 1) = (−1)(n+1)−1.

Snaha o dekomposici:

F (n + 1)2 − F ((n + 1)− 1) · F ((n + 1) + 1) =

F (n + 1)2 − F (n) · F (n + 2) =

F (n + 1)2 − F (n) · (F (n) + F (n + 1)) =

F (n + 1)2 − F (n) · F (n)− F (n) · F (n + 1) =

F (n + 1)2 − F (n)2 − F (n) · F (n + 1) =
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Př́ıklad, pokrač.

F (n + 1)2 − F (n)2 − F (n) · F (n + 1) =

F (n + 1)2 − F (n)2 + F (n − 1) · F (n + 1)−

− F (n − 1) · F (n + 1)− F (n) · F (n + 1)

Dekomponovali jsme: objevili jsme levou stranu úlohy rozměru n.

Můžeme zformulovat indukčńı p̌redpoklad:

pro pevné n ≥ 2 plat́ı rovnost

F (n)2 − F (n − 1) · F (n + 1) = (−1)n−1.
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Př́ıklad, pokrač.

Takže použit́ım indukčńıho p̌redpokladu:

F (n + 1)2 − F (n)2 + F (n − 1) · F (n + 1) +

− F (n − 1) · F (n + 1)− F (n) · F (n + 1) =

F (n + 1)2 − (−1)n−1 − F (n − 1) · F (n + 1)− F (n) · F (n + 1) =

F (n + 1)2 − (−1)n−1 − F (n + 1) · (F (n − 1) + F (n)) =

F (n + 1)2 − (−1)n−1 − F (n + 1)2 =

−(−1)n−1 =

(−1)n.
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Př́ıklad, pokrač.

Dokázali jsme rovnost

F (n + 1)2 − F ((n + 1)− 1) · F ((n + 1) + 1) = (−1)(n+1)−1.

Indukčńı krok je u konce.

3 Podle slabého principu indukce je rovnost

F (n)2 − F (n − 1) · F (n + 1) = (−1)n−1.

dokázána pro všechna n ≥ 2.
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Př́ıklad

Co je špatně na následuj́ıćım důkazu?

1 Je-li maximum dvou p̌rirozených č́ısel 0, pak jsou si obě č́ısla
rovna.

2 Předpokládejme, že je-li maximum dvou p̌rirozených č́ısel n,
pak jsou si rovna.
Vezměme nyńı dvě p̌rirozená č́ısla a, b taková, že jejich
maximum je n + 1. Pak maximum č́ısel a− 1 a b − 1 je n a
podle p̌redpokladu je a− 1 = b − 1. Tud́ıž a = b.

Podle slabého principu indukce jsou si všechna p̌rirozená č́ısla
rovna.
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Př́ıklad

Prvoč́ıselný rozklad p̌rirozeného č́ısla x je zápis

x = pn1
1 · p

n2
2 · · · · · p

nr
r ,

kde r ≥ 1 je p̌rirozené č́ıslo, p1 < p2 < · · · < pr jsou prvoč́ısla a
n1, n2, . . . , nr jsou kladná p̌rirozená č́ısla.
Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:

Každé p̌rirozené č́ıslo x ≥ 2 má prvoč́ıselný rozklad.
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Princip silné indukce

At’ V je nějaká vlastnost p̌rirozených č́ısel. K tomu, abychom mohli
usoudit, že všechna p̌rirozená č́ısla n ≥ n0 maj́ı vlastnost V , stač́ı
ukázat dvě věci:

1 Základńı krok: č́ıslo n0 má vlastnost V .

2 Indukčńı krok: č́ıslo n + 1 má vlastnost V , pokud
p̌redpokládáme, že všechna p̌rirozená č́ısla k, kde
n0 ≤ k < n + 1, maj́ı vlastnost V .

Analogie s rekursivńım algoritmem

Úloha rozměru n ≥ n0 je zpracována, pokud:

1 Základńı krok: úloha rozměru n0 je zpracována nerekursivně.

2 Rekursivńı voláńı: úloha rozměru n + 1 je zpracována, pokud
po dekompozici jsou zpracovány úlohy rozměru k , kde
n0 ≤ k < n + 1.
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Princip dobrého uspǒrádáńı
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Věta

Princip silné indukce je logicky ekvivalentńı principu slabé indukce.

Náznak důkazu:

⇒ Plat́ı-li silný princip indukce, plat́ı i slabý princip.

⇐ Využ́ıvá faktu, že každá neprázdná konečná množina
p̌rirozených č́ısel má nejmenš́ı prvek.

Má každá neprázdná podmnožina p̌rirozených č́ısel nejmenš́ı prvek?
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Rekursivńı algoritmy
Shrnut́ı p̌rednášky

Princip dobrého uspǒrádáńı

Každá neprázdná podmnožina p̌rirozených č́ısel má nejmenš́ı prvek.

Věta

Princip dobrého uspǒrádáńı je logicky ekvivalentńı princip̊um
indukce.

Důsledek

Přijmeme-li (kterýkoli) princip indukce, muśıme p̌rijmout princip
dobrého uspǒrádáńı. A naopak: p̌rijmeme-li princip dobrého
uspǒrádáńı, muśıme p̌rijmout princip indukce.
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Princip dobrého uspǒrádáńı
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Věta

Následuj́ıćı je ekvivalentńı:

1 Princip dobrého uspǒrádáńı p̌rirozených č́ısel.

2 V p̌rirozených č́ıslech neexistuje klesaj́ıćı nekonečná
posloupnost.

Důležité v teorii rekursivńıch algoritmů:

terminaci rekursivńıho algoritmu zaruč́ı variant (= rozměr dat,
který se zmenšuje, nelze však zmenšovat do nekonečna).
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Parketuj́ıćı algoritmus

Variant je rozměr ḿıstnosti, kterou chceme vyparketovat.

Později

Důkladně prozkoumáme terminaci Eukleidova algoritmu.
Nalezneme variant (zajist́ıme terminaci) a invariant (zajist́ıme
parciálńı korektnost).

Obecně u rekursivńıch algoritmů

1 Terminace: algoritmus ukonč́ı výpočet pro jakákoli p̌ŕıpustná
vstupńı data.

2 Formule parciálńı korektnosti: tvrzeńı, které plat́ı, pokud
algoritmus svoji práci ukonč́ı.
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Collatz̊uv problém

Otázka terminace následuj́ıćıho algoritmu:

while x > 1 do
if even(x) then x:=x/2 else x:=3*x+1 endif

endwhile

Nev́ı se, zda pro každou p̌rirozenou hodnotu x svou práci skonč́ı či
ne.
To znamená: nev́ı se, jak vypadá variant.
Algoritmus se zastav́ı pro všechny počátečńı hodnoty x menš́ı nebo
rovny č́ıslu 3 · 253 (stav z roku 1999).
Viz nap̌ŕıklad

http://mathworld.wolfram.com/CollatzProblem.html

Formule parciálńı korektnosti jasná: pokud algoritmus skonč́ı, je
x=1.
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1 Důkaz indukćı = rekursivńı algoritmus.

2 Úzká souvislost s rekurentńımi rovnicemi (časová náročnost,
složitost rekursivńıho algoritmu).

3 Princip dobrého uspǒrádáńı a variant zaruč́ı terminaci
rekursivńıho algoritmu.

4 Musterbeispiel na indukci neexistuje! Viz sb́ırka řešených
p̌ŕıkladů.
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