1 Formule predikatové logiky

Jazyk predikdtové logiky L se sklddd z logickych symboli (objektové proménné, logické spojky,
kvantifikdtory), mimologickych symbola (predikdtové, funkéni a konstatni symboly) a pomocnych
symbolu (zévorky a ¢édrka).

Termy jazyka £ (L-termy) se definuji induktivné pomoci objektovych proménnych, konstantnich

a funénich symbolu takto: (1) kazdd proménnd a konstatni symbol je term; (2) pokud t1,...,t,
jsou termy a f je n-drn{ funkéni symbol, pak f(t1,...,t,) je term.
Mgjme n-drnf predikdtovy symbol P a termy t1,...,t,. Pak P(t1,...,t,) je atomickd formule.

Pojem formule se opét definuje induktivné takto: (1) kazdd atomickd formule je formule; (2) pokud
¥ je formule, pak —p, Vap, Jxep jsou formule; (3) pokud ¢ a v jsou formule, pak ¢ o1 je formule
proo € {A,V,=, <}

Piiklad 1.1 Pro néasledujici formule napiste jaké termy se v nich nachézeji a vyjmenujte vsechny
jeji podformule.

1. p=—-FVy((z- (y+y) <x+y) A(x=y+1)), jazyk formule ¢ obsahuje konstatni symbol
1, bindrni funkéni symboly +, - a binarni predikatové symboly <, =.

2. ¢ = Va(P(f(c),9(f(x),x)) = FyQ(g(f(f(2)), f(y)),c,c)), jazyk formule ¢ obsahuje kon-
statni symbol ¢, unarni funkéni symbol f, bindrni funkéni symbol g, bindrni predikatovy

symbol P a ternarni predikatovy symbol Q.

Reseni
1. Termy vyskytujici se ve formuli ¢ jsou argumenty predikatovych symbolu, tj. z- (y+y), z+y,
x, y+ 1. Podformule p jsouz- (y+y) <z+y,z=y+1, (- (y+y) <z4+y) Al =y+1),
Vy((z- (y+y) <z +y)A(z=y+1)), ¢
2. Termy vyskytujici se ve formuli 4 jsou argumenty predikatovych symbolt, tj. f(c), g(f(x), x),

9(f(f(2)), f(y)), c. Podformule ¢ jsou P(f(c),q(f(x),y)), Qg(f(f(x)),f(y)) ¢ c),
HQg(f(f (), f (), c.0), P(f(e),9(f(x),2)) = FyQ(g(f(f(x)), f(y)),c,c), ¥

Priiklad 1.2 Urcete, které z nésledujicich formuli jsou sentence. U kazdého vyskytu proménné
uved'te, jestli je volny nebo vazany.

1. ¢ =Vy3Iz(3zP(y,z,2)V-P(f(z), f(y), 2)), kde P je terndrn{ predikétovy symbol a f undrni
funkéni symbol.

2. o = VzQ(z) & VyIz(-Q(x) = R(z,y)), kde Q je undrni predikatovy symbol, R je bindrnf
predikdtovy symbol.

3. v = Qa) = (R(g(f(a),b),b) A =Q(b)), kde a,b jsou konstatni symboly, @ je unérni pre-
dikatovy symbol, R je binarni predikatovy symbol a f je unarni funkéni symbol.
Reseni

1. V tomto piipadé vSechny vyskyty proménnych y, z jsou vazané. Proménna x ma prvni dva
vyskyty vazané a posledni volny. Protoze formule ¢ obsahuje alespori jeden volny vyskyt, ¢
neni sentence.

2. V tomto pripadé jsou vSechny vyskyty vézané, tudiz je ¢ sentence.

3. V poslednim pfipadé ¢ neobsahuje zadné volné vyskyty, protoze neobsahuje zddné proménné.
Tudiz je ¢ sentence.



2 Pravdivost formuli ve strukture

Nez uvedeme konkrétni pifklady, zopakujme si definici pravdivosti ve struktufe. Necht £ je n&jaky
jazyk. Strukturu A pro jazyk £ (L-struktura) tvoi{ mnozina prvkia A (zvand univerzum) a zob-
razeni, které piifazuje kazdému konstantnimu symbolu a € £ prvek a® € A, kazdému n-drnimu
predikdtovému symbolu P € £ piifadi n-drnf relaci PA C A™ a kazdému n-drnfmu funkénimu
symbolu f € £ pFitadi zobrazeni fA: A" — A.

Piiklad 2.1 Piikladem struktury pro jazyk obsahujici konstantni symboly a, b, binarni predikatovy
symbol P a bindrn{ funkéni symbol £, je napi. ¢tveiice R = (R, a® b8, PR fR) kde R je mnozina
redlnych ¢isel, a® = 1, BB =5 PR = {(¢,d) € R? | c < d} a f®(c,d) = c+d, tj. P se interpretuje
jako bindrni relace “mensi nebo rovno” a f jako séitani.

Pokud méme danou strukturu A pro jazyk £, muzeme urcit hodnotu kazdého termu, pokud
neobsahuje proménné. Hodnota t# termu ¢ ve struktufe A je definovéna induktivné, tj.

e pokud t = a, kde a je konstantni symbol, pak t* = a®,

e pokud ¢t = f(t1,...,t,), kde f je n-drni funkéni symbol, pak t4 = fA(H, ... tA).

Piiklad 2.2 Vezméme interpretaci R definovanou vyse. Pak hodnota termu t = f(f(a, f(b,a)),b)
je
£ = fROF (™, fHET, ), 0%) = (14 (54 1)) +5 = 12.

Nyn{ jiz muzeme definovat pojem pravdivosti sentence ¢ v dané L-strukture A (znacime A =
©). Nejprve rozsifime nas jazyk £ o nové konstatni symboly, LA = {c, | a € A}, a definujeme La-
strukturu Ac. Ta interpretuje konstantni symboly ¢, jako a (tj. ¢2¢ = a) a zbytek se interpretuje
stejné jako ve struktufe A. Pravdivost ¢ ve struktufe A se potom definuje pomoci struktury Ac.

e pokud ¢ = P(t1,...,t,), kde P je n-drni predikdtovy symbol a t1,...,t, termy, pak A = ¢
pravé tehdy, kdyz (¢, ... t%) € PA,

e pokud ¢ = =), kde 9 je formule, pak A |= ¢ praveé tehdy, kdyz A ¥ ¢,

e pokud ¢ = 9 o x, kde 9, x jsou formule a o € {A,V,=,<}, pak se pravdivost ¢ uréf z
pravdivosti ¢ a x stejné jako ve vyrokové logice.

e pokud ¢ = Vay(x), kde ¢ je formule a z proménnd, pak A | ¢ pravé tehdy, kdyz pro
vsechny a € A plati Ac | ¥(ca)-

e pokud ¢ = Jz(x), kde ¢ je formule a & proménnd, pak A | ¢ pravé tehdy, kdyz existuje
a € A takové, ze Ac = (cq).

Abychom zjednodusili notaci, budeme jména ¢, prvku a ztotoznovat. Bude pak mozno psat, ze
A EVai(x) prave tehdy, kdyz pro vsechny a € A platif A¢c E ¢(a).

Pojem pravdivosti rozsitujeme i na formule s volnymi vyskyty proménnych. Necht ¢(z1, ..., z,)
je formule, kde proménné x4, ..., z, se vyskytuji volné ve ¢. Pak definujeme A = ¢(x1,...,2,)
prave tehdy, kdyz A =V - -Ve,o(y, ..., Tp).

Piiklad 2.3 Méjme jazyk obsahujici jeden binarni predikdtovy symbol @ a k nému strukturu
A = (A,Q%), kde A = {0,1,2,3} a Q* = {(0,2),(1,2),(2,2),(2,3)}. Zjistéte pro ndsledujict
sentence, jestli jsou pravdivé v A.

a) ¢ = JaVy -Q(z,y).
b) Y= HIL‘HQ(Q(.L y) A Q(y,x))
c) ¢ =3VY(Q(z,y) & ~Q(y,y)).



ResSeni

a)

b)

)

A | ¢ prave tehdy, kdyz existuje prvek univerza a € A takovy, ze pro vSechny prvky
univerza b € A plati, ze (a,b) ¢ Q™. Jinymi slovy existuje a € A takové, ze viechny dvojice
prvki z univerza, které maji jako prvni slozku a, nepatif do Q. Vidime tedy, ze pro a = 3 je
toto splnéno, protoze @Q* neobsahuje zadnou dvojici s prvni slozkou rovnou 3. Takze A = .

A |= ¢ praveé tehdy, kdyz existuji prvky univerza a,b € A takové, ze (a,b) € Q™ a zaroven
(b,a) € Q. Jinymi slovy sentence iikd, Ze existuje dvojice v Q* takové, Ze i jeji varianta s
piehozenymi slozkami je také v Q. Vidime, ze jedind dvojice, které toto spliwje je (2,2) €
Q. Takze pro a = b = 2 plati, Ze (a,b) € Q* a (b,a) € Q*, tj. A |= ¢.

A E ¢ prave tehdy, kdyz existuje prvek univerza a € A takovy, Ze pro vsechny prvky
univerza b € A plati, ze (a,b) € Q* pravé tehdy, kdyz (b,b) ¢ Q. Tzn. ze bud (a,b) € Q4
a zéaroveii (b,b) & Q* nebo (a,b) ¢ Q* a zdroven (b,b) € Q* (napiste si DNF vyrokové
formule oo & —f3). Probereme jednotlivé moznosti pro prvek a.

a = 0: Vidime, ze (0,2) € Q* a zéroven (2,2) € Q*. Takze prvek a = 0 nespliiuje nagi

podminku.

a = 1: Podobné jako minule mame (1,2) € Q* a zdroven (2,2) € QA, takze ani pro a = 1 to

neplati.

a = 2: Stejné tak tady mame (2,2) € QA a zaroven (2,2) € QA takze zase nic.

a=3: V tomto pifpadé neexistuje dvojice v Q*, kterd by méla na prvni slozce 3. Nicméné

vidime, ze napi pro (3,0) € Q* a zaroven (0,0) ¢ Q. Takze v tomto piipadé neni
nase podminka splnéna.

Shrnuto vse dohromady, A [~ ¢, protoze pro zddnou moznou hodnotu a nebylo splnéno
Ac EVy(Qa,y) & ~Q(y,y)).

Priklad 2.4 Mgjme interpretaci R z piikladu 2.1. Pro kazdou nésledujici formuli ¢, zda-li plati
R E o

a)
b)

c)

¥ = P(f(ac,y),a) A _‘P(a’y)'
¥ = Ely(P(f(xvy)va) A _'P(a" y))
¢ = VaVy((P(z,a) A P(a,y)) = P(z,y)).

ResSeni

a)

Protoze ¢ nenf sentence, zjistujeme tedy, jestli plati R = VaVyp(z,y). Piipomeiime, ze P se
interpretuje v R jako <, f jako 4+ a a jako 1. Formule ¢ je tedy pravdiva v R pravé tehdy,
kdyz pro vSechny r, s € R plati R¢ = P(f(r,s),a) A —P(1,s), tj. pro vSechny r,s € R plati
r+s <1al>s. To ale neplati, protoze napt. pro s = 2 neni pravda, ze 1 > s. Tudiz
R .

V tomto pripadé méame stejnou formuli jako predtim, az na existenc¢ni kvantifikdtor na
zatdtku formule. Proménna y ted neni volnd, takZe nyni zjistujeme, jestli R = Vaop(x).
Podobné jako v predchozim bodé, R | Vap(z) pravé tehdy, kdyz pro vechny r € R exis-
tuje s € R takové, ze r +s <1 a1l > s. Takové s € R existuje. Abychom splnili nerovnici
r+s < 1, musi platit s < 1 — r. Staci tedy vzit za s libovolné redlné ¢islo ostie mensi
min{1 —r,1}. Tudiz R | ¢.

Formule ¢ je v tomto pripadé sentence. Podle definice pravdivosti R = ¢ pravé tehdy, kdyz
pro viechny r, s € R plati R¢ = (P(r,a) A P(a, s)) = P(r,s). To znamen4, ze pro vSechny
r,s € R musi platit, ze r < 1 a 1 < s implikuje r < s. To ale plati, protoze < je tranzitivni
binadrni relace na R. Tudiz R |= ¢.



Piiklad 2.5 Méjme jazyk obsahujici binarni predikatovy symbol =, binarni funkéni symbol - a
konstantni symbol 0. Necht Q = (Q, -, 0) je struktura, kde Q je mnoZzina raciondlnich ¢&isel, - je
bézné nasobeni racionalnich ¢isel a 0 je raciondlni ¢islo nula. Zjistéte pro nasledujici sentence, jestli
jsou pravdivé v Q.

a) Vzdy(y -y = ).
b) VaVy(—(z =0) = Fz(z-z=1y)).

ResSeni

a) Precteme si, co sentence a) k4. Pro kazdé raciondlni éislo p existuje raciondlni ¢islo ¢ takové,
ze q - ¢ = p. To ale neplati, protoze napf. pro p = 2 neexistuje racionalni ¢islo ¢ takové, ze
q - q = 2. Takze sentence z bodu a) neni pravdivd v Q.

b) Precteme si opét, co sentence b) fikd. Pro kazd4d racionélni ¢isla p,q pokud p # 0, pak
existuje raciondlni ¢islo r takové, ze p - r = q. Toto tvrzeni je pravdivé, protoze kdyz p # 0,
muzeme za 1 vzit podil % € Q. Pak je totiz splnéno p - % = q. Takze sentence z bodu b) je
pravdiva v Q.

Piiklad 2.6 Meéjme jazyk obsahujici bindrni predikatové symboly <, = a struktury N = (N, <),
Z=(Z,<), Q =(Q, <), kde N je mnozina piirozenych ¢isel, Z je mnozina celych ¢isel, Q mnozina
racionélnich ¢isel a < je bézné usporadani.

1. Najdeéte sentenci ¢ takovou, ze Z |= ¢ a N [~ ¢.
2. Najdéte sentenci ¢ takovou, ze Q | ¢ a Z [~ .

Reseni Obecné v takovychto typech pifkladi musime najit néjakou vlastnost, kterou se jednotlivé
struktury lisi, a pak se ji snazit popsat v daném jazyce.

1. Typicka vlastnost, kterda odliSuje N od Z, je existence nejmensiho prvku. Vime, ze 0 je
nejmensi prvek N, kdezto cela ¢isla nejmensi prvek nemaji. Sentence ¢ by tedy meéla vy-
jadfovat neexistenci nejmensiho prvku. Pak bude platit v Z a nebude platit v N. Prvek a je
nejmensi vaci <, pokud plati Vy(a < y). Kdyz chceme Fici, Ze neexituje takové a, dostaneme
sentenci

¢ =-JaVy(r <vy).

2. Nyni potrebujeme rozlisit racionélni a cela ¢isla. Typickou vlastnosti odlisujici tyto mnoziny
je tato vlastnost: pro kazdé dvé c&isla a,b takové, ze a < b, existuje ¢ takové, ze a < ¢ < b.
Tuto vlastnost maji racionalni ¢isla a nemaji ji celd ¢isla. Popisme tuto vlastnost pomoci
formule. Nejprve si ukazme jak vyjadrit, Ze a je ostie mensi nez b. To lze zapsat takto
(a < b) A =(a =0b). Oznacme Y (z,y) formuli (z < y) A ~(xz = y).

VaVy(he (@, y) = F2(d<(2,2) A< (2,9))).-

Rozepsano

vavy(((e < y) A~z =y) = 3((@ <) Aw=2) Az <y) A(z =)

3 Tautologie, kontradikce, splnitelné sentence

Pripomenme, ze sentenci ¢ nazyvame tautologie, pokud je pravdiva v kazdé struktuie. Naopak
 nazyvame nesplnitelnou sentenci (také kontradikei), pokud neni pravdivd v zddné strukture.
Sentence, které jsou pravdivé alespon v jedné struktuie nazyvame splnitelné. Vsimnéte si, ze
specialné kazdé tautologie je i splnitelnd, ale splnitelnd nemusi byt tautologie.



Priiklad 3.1 Zjistéte pro kazdou nésledujici sentenci, jestli je tautologie, kontradikce nebo splni-
telnd (ale ne tautologie).

a) 3z P(z) = Va P(x).

b) Va(P(x) A Q(x)) & (Va P(z) AVa Q(x)).
) Va(P(z) v Q(a)) = (Va P(z) V Vo Q(a).
d) Vz P(z) A 3z -P(x).

e) daVy Q(z,y) = 2 Q(z, 2).
)

) 3

C

f) VaIy Q(z,y) = 32 Q(z, 2).

g) I(Q(x. f(2) = Q(f(2), f(x)))-

Reseni

a) Sentence tkd, ze pokud existuje prvek univerza, ktery mé vlastnost P, pak uz ji mus{ mit
véechny prvky. Takova véc samoziejmé nemusi platit vzdy, napt. ve struktuie N = (N, PN),
kde PN = {2n | n € N} je mnozina sudych pfirozenych ¢isel, to neplati, protoze existuje
sudé prirozené Cislo (napf. 2), ale nenf pravda, ze vSechny pfirozend ¢isla jsou sudéd (napf.
3). Sentence tedy nemuze byt tautologie. Sentence je tedy bud kontradikce nebo splnitelna.
Protoze implikaci utvorime jednoduse pravdivou, pokud u¢inime jeji predpoklad nepravdivy,
je zFejmé, Ze existuje interpretace, kde je nase sentence pravdivd. Napf. pro N’ = (N, PN/),
kde PN =0, je 3z P(x) nepravdivé, a tudiz je naSe sentence v této interpretaci pravdiva.
Shrnuto sentence z bodu a) je splnitelnd, ale ne tautologie.

b) Sentence z bodu b) je ekvivalence. Ta je pravdivd pokud jsou bud oba jeji argumenty prav-
divé nebo oba nepravdivé. Nechf A = (A, PA Q?) je libovolna struktura. Podivame se,
jestli muze byt tato podminka splnéna.

Nejprve predpokladejme, ze A | Va(P(z) A Q(x)). Musime ukdzat, ze i A = Vo P(x) A
Va Q(x). Z pravdivosti Vo (P(z) A Q(x)) plyne, Ze pro kazdy prvek a € A plati, ze a € PA
a zaroveii a € Q*. Jinymi slovy PA = Q% = A. Z toho ale plyne, ze A = Va P(x) a
zrovna tak A | Vz Q(z). Tudiz je v této struktufe pravdivd i konjunkce téchto sentenci
Vo P(z) AVx Q(x).

Nynf predpoklddejme, ze A = Va(P(x) AQ(x)). Tj. existuje prvek a € A takovy, ze a ¢ PA
nebo a ¢ Q*. Predpokladejme, Ze napt. a ¢ PA (druhy piipad by se délal analogicky). Tzn.
7e PA # A, atedy A [~ Vo P(z). TudiZ je v této struktufe nepravdiva i konjunkce sentenci
Vo P(z) AVx Q(x).

Ukézali jsme, Ze oba argumenty ekvivalence jsou bud oba pravdivé nebo oba nepravdivé v
libovolné struktutre. Tzn. zZe sentence z bodu b) je tautologie.

¢) Sentence z bodu ¢) je implikace, kterd je pravdivd, pokud ukdzeme, ze z pravdivosti jejiho
piedpokladu plyne pravdivost jejiho zavéru. Nechf A = (A, P2, Q*) je libovolnd struktura.
Piedpoklddejme, ze A = Vz(P(z)V Q(x)). Tzn. ze pro kazdy prvek univerza a € A plati, ze
a € P2 nebo a € Q*. Jinymi slovy PA U Q" = A. Podivejme se, jestli za této podminky
musi platit zdvér nasi implikace Va P(x) V Vo Q(z). Aby byla sentence Va P(x) V Va Q(x)
pravdivd muselo by platit PA = A nebo Q* = A. Takové tvrzeni, ale z naseho piedpokladu
PA U QA = A neplyne. Napi. pro A = N, PA = {2n | n € N} sudd pfirozend cisla a
Q" = N\ PA lich4 piirozend éfsla, mame PA U QA = N, ale nenf pravda, Ze by vSechna
¢isla byla sudd nebo lichd, tj. P2 # A a Q* # A.
Sentence z bodu c¢) tedy neni tautologie. Nicméné je splnitelnd. Pokud bychom napf. vzali
A =N, PA =N aza QA cokoli, pak je zdvér nasi implikace Va P(z) V Vo Q(x) pravdivy v
A, a tudiz je pravdivd i celd implikace. Shrnuto sentence z bodu c¢) neni tautologie, ale je
splnitelnd, protoze existuje struktura, kde je pravdiva.
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d)

Sentence z bodu d) je konjunkce, ktera je pravdivd, pokud jsou pravdivé oba jeji argumenty
Va P(x) a 3z —~P(z). Oba argumenty jsou ziejmé splnitelné sentence, ale ne tautologie. Celd
konjunkce tedy nemuze byt tautologie. Podivejme se, jestli je mozné najit strukturu, kde
jsou pravdivé oba tyto argumenty. Necht A = (A, PA) je libovoln4 struktura. Pokud A =
Va P(zr), pak P2 = A. Naopak pokud A | 3z -P(z), pak existuje prvek a € A takovy,
7e a & P2, tj. PA # A. Vidime, ze podminky P4 = A a P2 # A nelze splnit zarovei.
Z toho plyne, ze v kazdé interpretaci, kde je Va P(x) pravdivé neni pravdivé Jz-P(x) a
naopak. Neboli neexistuje struktura, kde by byly pravdivé obé sentence Vz P(z) a Jx —~P(x).
Sentence z bodu d) je tedy nesplnitelnd.

Sentence z bodu e) je implikace, kterd je nepravdiva jediné tehdy, kdyz md pravdivy predpoklad
a nepravdivy zavér. Nechf A = (A, Q*) je struktura takova, ze A = JzVy Q(x,y). Zjistime,
jestli muze nastat A = 3z Q(z, z). Z predpokladu A |= JzVy Q(x, y) plyne, zZe existujea € A
takovy, 7ze pro véechna b € A mame (a,b) € Q*. Specialné tedy pro b = a mame (a,a) € Q4.
Tudiz A = 32Q(z, 2). Zjistili jsme tedy, ze pokud v né&jaké struktuie je predpoklad impli-
kace pravdivy, je tam pravdivy i zavér. Sentece z bodu e) je tedy tautologie, protoze v
libovolné strutuie bud’ plati predpoklad, a pak plati i zAvér, nebo neplati piedpoklad, a pak
je implikace pravdiva nezavisle na zavéru.

Sentence z bodu f) se lis{ od bodu e) jen prohozenim kvantifikdtora v predpokladu implikace.
Podobné jako predtim necht A = (A, QA) je struktura takovd, ze A |= VoIy Q(z,y). To
znamend, ze pro kazdy prvek a € A existuje prvek b, € A takovy, 7e (a,b,) € Q. Véiméte si,
ze prvek b, je indexovan prvkem a a to z toho duivodu, Ze pro ruzné prvky a,a’ € A mohou byt
obecné prvky b, b, rizné. Ptame se, jestli za tohoto pFedpokladu musi platit A &= 32 Q(z, 2),
tj. jestli musi existovat prvek ¢ € A takovy, ze (c,c) € Q. Takovy prvek, ale zfejmé existovat
nemusi. Uvazujme napf. strukturu, kde 4 = {0,1} a Q* = {(0,1),(1,0)}. Pak plati, ze pro
kazdy prvek a € A existuje b, € A takové, ze (a,b,) € Q* (konkrétné pro a = 0 mame
b = 1 a pro a = 1 mame b, = 0) a zdroveii neexistuje ¢ € A takové, ze (c,c) € Q™. V této
struktute tedy sentence z bodu f) neplati, a tudiz to neni tautologie. Nicméné je to splnitelnd
sentence, protoze bude pravdiva napt. v kazdé struktufe, kde bude pravdivy zavér implikace.
Tedy napi. pro jednoprvkovou strukturu A = (A, Q*), kde A = {0} a Q* = {(0,0)}.

Nechf A = (A,Q*, fA) je struktura, tj. Q& C Ax A a fA: A — A. Podle definice prav-
divosti A = Jz(Q(z, f(z)) = Q(f(z), f(x))) pravé tehdy, kdyz existuje a € A takové, ze
Ac | Q(a, f(a)) = Q(f(a), f(a)). Pokud by existovalo a € A takové, ze (a, fA(a)) € QA,
pak by byl neplatny predpoklad Q(a, f(a)) a implikace by tudiz byla pravdiva, tj. platilo
by A = 3z(Q(z, f(z)) = Q(f(2), f(z))). To nastava napi. v kazdé struktuie, kde Q4 = 0.
Sentence z bodu g) je tedy splnitelnd. Zjistéme, jestli je to tautologie. Pfedpoklddejme, zZe
A je struktura, kde pro viechny a € A mame (a, fA(a)) € Q», tzn. predpoklad impli-
kace Q(a, f(a)) je splnén pro kazdé a € A. Z tohoto predpokladu plyne, ze f& C QA,
kdyz chidpeme zobrazeni fA jako bindrni relaci na A. Plyne ale z tohoto piedpokladu,
ze (f2(a), fA(a)) € QA7 Ukédzeme, Ze ne. Nechf A = (A,QA, fA), kde A = {0,1},
Q" = {(0,1),(1,0)} a fA(0) =1, fA(1) = 0. Vsiméte si, ze Q* = fA. Tudiz pro viechny
a € A mame (a, fA(a)) € Q?, ale pro z4dné a € A neni pravda, ze (f2(a), f2(a)) € Q4.
Takze A B 3z (Q(z, f(z)) = Q(f(x), f(z))). Sentence z bodu g) tedy nen{ tautologie.

Splnitelné a nesplnitelné mnoziny sentenci

Ptfipomenme, Ze mnozina sentenci M se nazyva splnitelna, pokud existuje jeji model, tj. existuje
struktura A takové, ze A = ¢ pro kazdou ¢ € M. Pokud takovd struktura neexistuje nazyvdme
mnozinu M nesplnitelnou. Uvédomte si, Ze zjisfovat, jestli je jednoprvkové mnozina sentenci M =
{¢} splnitelnd, znamend vlastné zjistit, zda-li je splnitelnd (.

Priklad 4.1 Zjistéte pro kazdou nasledujici mnoziny sentenci, jestli jsou splnitelné ¢i nesplnitelné.



a) My = {Vz R(z,z), VaVy(R(z,y) = R(y,x)), YaVyVz((R(z,y) A R(y,2)) = R(z,2))}.
b) My = {Vz(=P(x) vV -Q(z)), Yz(P(z) = Q(z))}.
¢) Mz = {vVz(P(z) Vv Q(z)), ~3z(P(z) A Q(z)), ~(P(c) & =Q(c))}-

ResSeni

a) Vidime, ze vSechny sentence z M; se tykaji bindrniho predikdtového symbolu R. Chceme
zjistit, jestli je M) splnitelnd, tj. chceme najit strukturu A = (A, RA), kde jsou pravdivé
véechny sentence z M. Interpretace R symbolu R je néjaka binarni relace na A. Musime
tedy zjistit, jestli existuje mnozina A a bindrni relace R na A takova, ze jsou pravdivé
vSechny sentence z M;. Pfecteme si, co jednotlivé sentence o R fikaji. Prvni iikd, ze pro
kazdé a € A plati (a,a) € RA. Druhd iikd, Ze pro kazdé a,b € A pokud (a,b) € RA,
pak (b,a) € R®. Posledni iiké, ze pro kazdé a,b,c € A pokud (a,b) € R* a (b,c) € RA,
pak (a,c) € RA. Jinymi slovy R® mé byt reflexivni, symetrickd a tranzitivni relace, tj.
ekvivalence. Protoze ekvivalence existuji (napi. pro A = N je R* = {(n,n) | n € N}
ekvivalence) je mnozina M; splnitelnd.

b) Chceme najit strukturu A = (A, PA, QA), ve které jsou viechny sentence z My pravdivé.
Unérni predikatové symboly se budou interpretovat jako podmnoziny A, tj. PA C A a
QA C A. Piectéme si, co ifkaji sentence z My. Prvni #ikd, Zze pro kazdé a € A plati, ze
a & PA nebo a ¢ Q*. Z toho plyne, ze PA N QA = 0, protoze kdyz a € P, pak nutné
a ¢ Q. Druh4 sentence iikd, ze pro kazdé a € A pokud a € P2, pak a € QA. Jinymi
slovy vsechny prvky z PA patif do Q#, tj. P2 C Q”. Takze musime zvolit P2 a QA tak,
aby platilo PA N QA = 0 a zdroven PA C Q*. To udélat lze, napi. pokud A je libovolna
neprazdnd mnozina, Q4 =U a PA =0, pak PANQA =0NA=0a PA=0C A=QA.
Takze mnozina Ms je splnitelna.

Vsimnéte si, ze pokud bychom piidali do Mo sentenci 3z P(x) vyzadujici neprazdnost P4,
pak se mnozina M> stala nesplnitelnou.

c¢) Opét chceme najit strukturu A = (A, P2, Q*), ve které jsou viechny sentence z M3 prav-
divé. Unérnf predikétové symboly se budou interpretovat jako podmnoziny A, tj. PA C A a
QA C A. Konstantni symbol ¢ se interpretuje jako prvek univerza, tj. ¢ € A. Piectéme si,
co fkaji prvni dvé sentence. Prvni i1k, Ze pro viechna a € A plati a € P2 nebo a € Q*.
Jinymi slovy P2 U QA = A. Druh4 sentence ifk4, ze neexistuje a € A takové, ze a € PA a
zaroveni a € Q™. Jinymi slovy PA N Q" = (). Takze aby byly splnény prvni dvé sentence,
musi byt podmnoziny PA a Q# disjunktni a jejich sjednocenf celé univerzum A. Podivejme
se, jestli se za téchto podminek d& splnit i tieti sentence. Treti sentence rikd, ze neni pravda,
ze ¢ € PA prive tehdy, kdyz ¢® ¢ Q*. Musime zvolit ¢® tak, aby byla ekvivalence
P(c) & =Q(c) nepravdiv, tj. bud ¢® € PA a ¢® € QA nebo ¢® ¢ PA a c® ¢ QA. Prvni
pifpad neni mozny, protoze PANQA = (). V druhém pifpadé z ¢® ¢ PA plyne, ze ¢ € Q*,
protoze PAUQA = A. To je ale spor, protoze nemiize zaroven platit ¢ € Q* a c® ¢ Q4. To
znamend, ze at uz zvolime prvek ¢ jakkoliv, t¥eti sentence nebude nikdy pravdiva, pokud
budou pravdivé prvni dvé. Takze M3 je nesplnitelna.

Splnitelnost ¢ nesplnitelnost mnoziny sentenci muzeme také zjistit pomoci rezoluéni metody.
Nicméné pokud je mnozina splnitelna rezoluéni algoritmus se nemusi zastavit, a pokud se zastavi,
znamend to, ze zadnd dalsi rezolventa jiz nejde vyrobit, coz byva ¢asto na papife pracné oveérit.

Piiklad 4.2 Rozhodnéte rezoluéni metodou, jestli jsou mnoziny My a Mj z prikladu 4.1 splnitelné
¢i nesplnitelné.

Reseni



M22

Mg:

Najdeme nejprve ekvisplnitelnou mnozinu sentenci S pro Ms. Prvni sentence z Ms je jiz
klausule, takze s tou nemusime nic délat. U druhé sta¢i nahradit implikaci pomoci negace
a disjunkce, takze dostaneme Vaz(—P(x) V Q(x)). Ekvisplnitelnd mnozina sentenci pro My
tedy je

$ = {~P(x) V ~Q(x), ~P(y) v Q(1)}

Pro jistotu jsme piejmenovali proménné u druhé sentence. Rezoluéni algoritmus muze v
tomto piipadé vyrobit jen jednu rezolventu, a to —P(x). Protoze zaddnd dalsi rezolventa
nejde vyrobit a prazdnou klausuli F' jsme neobdrzeli, je mnozina My splnitelna.

Najdeme opét ekvisplnitelnou mnozinu sentenci S pro Mjs. Prvni sentence z My je jiz
klausule, takze s tou nemusime nic délat. Druhou je potieba prevést do prenexniho normélniho
tvaru. Distribuci existen¢niho kvantifikdtoru pres negaci dostaneme Vi —(P(z) A Q(x)).
Pouzitim De Morganova zdkonu obdrzime jiz klausuli Vz(—=P(z) V =Q(x)). Posledn{ sen-
tenci je potieba prevést do CNF. Pravdivostni tabulka pro vyrokovou formuli —(p < —q)
je

pla|-(pe g
00 1
01 0
10 0
1)1 1

Ekvivalentn{ formule v CNF je tedy (p V —¢q) A (—p V q). Takze tfeti sentenci muzeme ekvi-
valentné prepsat na

(P(a) vV =Q(a)) A (=P(a) V Q(a)) .

Ekvisplnitelnd mnozina sentenci pro M3 tedy je

S={P(z)vQ(z), =P(y)V-Q(y), Pla)V-Q(a), ~P(a)V Qa)}.

Pro jistotu jsme prejmenovali proménné u druhé sentence. Rezolu¢ni metoda nam davéa:

P(z) Vv Q(z)
—P(y) vV -Q(y)
P(a) Vv —=Q(a)

P(a) v Q(a)
Q(a) L4{z/a}
_'Q(a) 2737{y/a}
F 5,6.

N O W=

Protoze jsme obdrzeli v prubéhu rezoluéniho algoritmu prazdnou klausuli F' je mnozina
klausuli S nesplnitelnd, a tudiz i mnozina sentenci M3 je nesplnitelna.



