1 Relace a mohutnost
Piiklad 1.1 Minule jsme si ukézali, ze binarni relace R C Z X Z definovand
x Ry pravé tehdy, kdyz existuje k € Z takové, ze x —y = 3k,

je ekvivalence na mnoziné celych ¢isel Z. Popiste tiidy ekvivalence R[2], R[—2], R[11] odpovidajici
¢islu 2.
Podle definice tfidy ekvivalence méame:

R2|={zeZ|zR2y={acZ|Fkeltzao—-2=3kl={rcZ|IkeZtz z=2+3k},
R2]={...,—10,-7,—4,—1,2,5,8,11,14,17,20,...} .
Podobné
R-2={x€Z|zR-2}={2x€Z|Fkecltza—(-2)=3k}={reZ|3keZtzx=—-2+3k},

R[-2]={...,—14,-11,-8,-5,—-2,1,4,7,10,13,...} .
Podobné bychom mohli popsat i R[11]. Nicméné tady muzeme dostat vysledek okamzité. Viiméte

si, ze 11 € R[2 ] Z toho plyne, ze R[2]N R[11] # 0. Protoze vime, zZe t¥idy ekvivalence jsou po dvou
disjuktni, musi nutné platit, ze R[2] = R[11].

Piiklad 1.2 Zjistéte, jestli je nasledujici bindrni relace R C R? x R? ekvivalence. Popiste tiidu
ekvivalence R[(1,1)].

(z,y) R (u,v) prave tehdy, kdyz x +y —u—v =0.
Ovérime, reflexivitu, symetrii a tranzitivitu.

1. Reflexivita: Méjme libovolny prvek (x,y) € R2. Protoze x+y—x—y = 0, plati (z,y) R (z,y).
Relace je tudiz reflexivni.

2. Symetrie: M&jme dva prvky (z,y), (u,v) € R? takové, 7e (x,y) R (u,v). Z definice relace R to
znamend, ze x+y—u—v = 0. Pokud tuto rovnici vynasobime —1, dostaneme u+v—x—y = 0.
Tudiz méme (u,v) R (z,y) a relace je tedy symetrickd.

3. Tranzitivita: Mé&jme tii prvky (x,%), (u,v), (a,b) € R? takové, ze (z,y) R (u,v) a (u,v) R
(a,b). Z definice R dostaneme, ze plati rovnosti z + y —u—v =0au+v—a—b=0.
Sectenim téchto rovnosti ziskdme = +y — a — b = 0. Tudi{z mame (z,y) R (a,b) a relace je
tedy tranzitivni.

Podle definice tiidy ekvivalence mame:

R[(1,1)] = {(a,9) € B?| (2,y) R (1L,1)} = {(2.) € B* | s4y—1-1 = 0} = {(z,3) € R* | y = 2—a}.

Vidime tedy, ze t¥ida ekvivalence R[(1,1)] je tvofena body (x,y), které spliiuji rovnici y = 2 — x.
Jednd se tedy o pfimku, kterd prochdzi body (0,2) a (2,0).

Piiklad 1.3 Ovérte, ze nésledujici bindrnf relace R na mnozine A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}
je usporddani. Nakreslete Hassetiv diagram a najdéte nejvétsi, maximalni, nejmensi a minimalni
prvky.

x Ry pravé tehdy, kdyz z|y,

kde z|y vyjadiuje “x déli y”, tj. Ze existuje k € N takové, ze y = kz.
Ovérime, reflexivitu, antisymetrii a tranzitivitu.

1. Reflexivita: Mé&jme libovolny prvek z € A. Protoze x = 1 -z (tj. = déli samo sebe), plati
x R z. Relace je tudiz reflexivni.



2. Antisymetrie: Mé&jme dva prvky z,y € A takové, ze x Ry a y R x. Z definice relace R to
znamend, ze x|y a y|z. Existuji tedy piirozend ¢isla k,I € N takovd, ze y = kx a z = ly.
Dosazenim druhé rovnice do prvni dostaneme y = kly, z ¢ehoz plyne, ze kI = 1. Protoze
k a [ jsou pfirozena cisla, musi platit, ze k =1 = 1. Tudiz y = 1 - = z. Relace je tedy
antisymetricka.

3. Tranzitivita: Méjme tii prvky z,y,z € A takové, ze x Ry a y R z. Z definice R dostaneme,
ze x|y a y|z. Existuji tedy k,! € N takové, ze y = kx a z = ly. Dosazenim prvni rovnice
do druhé dostaneme z = (lk)x. Protoze Ik € N, mame z|z. Takze R z a relace je tedy
tranzitivni.

Z Hasseova diagramu by mélo byt patrné, ze zadny nejvétsi prvek neexistuje. Naopak existuje
nejmensi a to je prvek 1, protoze 1 déli kazdé ¢islo z mnoziny A. Tento prvek je zaroven také
jediny minimélni prvek. Maximélnich prvki mame nékolik. Jsou to prvky 6,7,8,9,10,11.
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Obrézek 1: Hasseuv diagram

Piiklad 1.4 Ovéite, ze nésledujici bindrni relace R na mnozine N? je uspoiadani.
(z,y) R (u,v) pravé tehdy, kdyz plati jedna z nésledujicich podminek: 1. z < u, 2. z =u ay < v.

Vsiméte si, ze pokud plati podminka 1 nebo 2 v definici relace R, tak musi platit x < u. Jedné se
o takzvané lexicografické usporadéni, které znéte ze slovniku.
Ovérime, reflexivitu, antisymetrii a tranzitivitu.

1. Reflexivita: Mé&jme libovolny prvek (z,y) € N2. Protoze x = x a y < y, plati (z,vy) R (z,v).
Relace je tudiz reflexivni.

2. Antisymetrie: M&jme dva prvky (z,y), (u,v) € N? takové, 7e (z,y) R (u,v) a (u,v) R (z,y).
Podle poznamky pod definici musi platit < v aw < z. To ale znamend, ze x =u. Zx =u a
nagich predpokladu tedy plyne, ze y < v av < y. Tudiz y = v a relace je tedy antisymetrick.

3. Tranzitivita: Méjme tii prvky (z,9), (u,v), (a,b) € N? takové, ze (x,y) R (u,v) a (u,v) R
(a,b). Z toho podobné jako pfedtim plyne, ze © < u a u < a. Pokud alespon jedna z téchto
nerovnosti je ostrd (napf. x < u), pak < a, z ¢ehoz potom plyne, ze (u,v) R (a,b). Pokud
ne, pak © = u = a. To ale znamend, ze musi platit y < v a v < b. Tudiz musi také platit
y < b. Takze i v tomto piipadé (z,y) R (a,b) a relace je tedy tranzitivni.

Vsimeéte si také, ze vzhledem k relaci R nejsou zadné maximalni prvky a tudiz také zadny
nejveétsi. Naopak existuje nejménsi prvek a to je (0,0).

Piiklad 1.5 Ukazte, ze mnozina N x N je spocetnd, tj. |[N x N| = |N|. Zrejmé |[N| < |N x N,
protoze zobrazen{ f: N — N x N definované vztahem f(z) = (x,0) je prosté (kdyz = # y, pak
(z,0) # (y,0)). Diky Cantor-Bersteinové vété staci tedy nalézt prosté zobrazeni g : N x N — N.
Jedno takové zobrazeni je definovdno vztahem g(z,y) = 2%3Y. Proc je toto zobrazeni prosté.
Predpoklddejme, ze g(z,y) = g(u,v). To znamend, ze 2%3¥ = 2%3". Piipomenme z aritmetiky, Ze



kazdé prirozené ¢islo lze rozlozit na soucin prvocisel a navic pravé jednim zpusobem. Cislo 2%3Y
je konkrétné soucin = dvojek a y trojek. Podobné 2%3". Protoze 2¥3Y = 2"3", musi byt na obou
stranach této rovnice soucin stejnych prvocisel. Toho 1ze dosdhnout, ale jen kdyz x = u a y = v.
Zobrazeni g je tedy prosté.

Priklad 1.6 Necht a,b € R takova, ze a < b. Ukazte, ze |(a,b)| = [(0,1)|. Staci najit bijekci z
jedné z mnozin {a, b), (0, 1) do druhé. Pfirozend volba jak zobrazit interval (0, 1) na (a, b) je pomoci
funkce f: (0,1) — (a,b) jejiz grafem je usecka spojujici body (0,a) a (1,b). Jednd se o isecku se
smérnici b — a a posunem a. Nakreslete si obrazek. Analyticky zapis f vypada takto:

fl@)=a+(b—a)x.

Toto zobrazeni je prosté, protoze z f(x1) = f(x2) plyne a+ (b—a)x; = a+ (b— a)xa, tj. z1 = z2.
Navic je i na. Méjme y € (a,b). Hleddme z € (0, 1) takové, ze f(x) = y. Nase y tedy mus{ spliiovat

rovnici @ + (b — a)x = y. ReSenim této rovnice dostaneme hledané x = (y — a)/(b — a).

Priklad 1.7 Necht a,b € R takova, ze a < b. Ukazte, ze |{a,b)| = |R|. Ziejmé [{a,b)| < |R],
protoze (a,b) C R. Diky Cantor-Bersteinové vété staci najit prosté zobrazeni f: R — (a,b) (tim
ukézeme, 7ze |R| < |{a,b)|). UkdZeme to nejprve pro speciélni piipad, kdy a = —1 a b = 1. Nechf
f: R — (=1,1) je zobrazeni definovdné takto:

) = {+ pro = 20,

= prox <0.
Ujasnéte si, pro¢ f(z) € (—1,1) nebo si nakreslete graf. Ukdzeme, Ze f je prosté. Pfedpoklddejme,
7e f(z) = f(y). Vsiméte si, Ze z této rovnosti plyne, ze bud z,y > 0 nebo x,y < 0, protoze
x < 0 < y implikuje f(z) <0 < f(y). Pokud tedy z,y > 0, pak f(z) = f(y) prejde na rovnici:
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Vynasobnim jmenovateli dostaneme:
ctay=z(l+y)=y(l+z)=y+ay.
Vidime tedy, ze musi platit * = y. Podobné postupujeme i v piipadé z,y < 0.

Ukézali jsme tedy, ze |R| = [(—1,1)|. Z pfedchoziho piikladu vime, ze |(—1,1)| = [(0,1)] =
[{a,b)|. Tudiz |R| = |{a,b)|.



