
1 Linearńı prostory nad komplexńımi č́ısly

V této přednášce budeme hledat kořeny polynomů, které se dále budou moci vyskytovat jako
složky vektor̊u nebo matic. Vzhledem k tomu, že kořeny polynomu (i reálného) mohou být
obecně komplexńı č́ısla, bude potřeba malinko změnit definici lineárńıho prostoru. Doposud
jsme předpokládali, že skaláry v lineárńım prostoru mohou být jen reálná č́ısla. Nicméně
vše funguje stejně (až na věci okolo skalárńıho součinu), když za množinu skalár̊u vezmeme
mı́sto reálných č́ısel č́ısla komplexńı. Ačkoli v této přednášce tedy zaměńıme reálná č́ısla za
komplexńı, budeme se jim snažit v ukázkových př́ıkladech vyhnout. Naš́ım typickým lineárńım
prostorem bude nyńı C

n mı́sto R
n. Standarńı báze (E) = (e1, . . . ,en) prostoru C

n je stejná
jako pro R

n, tj. ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), kde 1 je na i-té pozici.

2 Vlastńı č́ısla a vektory

Necht’ A : L1 → L2 je lineárńı zobrazeńı, (B) = (b1, . . . , bn) báze L1 a (C) = (c1, . . . , cm)
báze L2. Připomeňme, že matice A lineárńıho zobrazeńı A vzhledem k báźım (B) a (C) je
definována jako matice, jej́ıž i-tý sloupec je složen ze souřadnic obrazu i-tého bázového vektoru
bi vzhledem k bázi (C), tj. [A(bi)]C . Nav́ıc tato matice splňuje rovnost [A(x)]C = A · [x]B
pro každý vektor x ∈ L1.

Mějme čtvercovou matici A typu (m, n). Připomeňme, že zobrazeńı A : C
n → C

m defino-
vané A(x) = A · x je lineárńı. Nav́ıc A je matice tohoto lineárńıho zobrazeńı vzhledem ke
standardńım báźım C

n a C
m.

Necht’ L je lineárńı prostor dimenze n a A : L → L je lineárńı zobrazeńı. Pokud (B) je
uspořádaná báze L a A matice A vzhledem (B) a (B), budeme matici A krátce nazývat
matićı lineárńıho zobrazeńı A vzhledem k bázi (B). Všimněte si, že A muśı být čtvercová
typu (n, n). V praxi je často užitečné, když je tato matice “co nejjednodušš́ı”. Budeme tedy
zkoumat za jakých okolnost́ı a jak je možné lineárńı zobrazeńı A reprezentovat tzv. diagonálńı
(tj. “jednoduchou”) matićı.

Definice 1 Čtvercovou matici D typu (n, n) nazveme diagonálńı, pokud je tvaru:

D =










λ1 0 0 · · · 0
0 λ2 0 · · · 0
0 0 λ3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn










,

kde λ1, . . . , λn ∈ C. Diagonálńı matici D znač́ıme krátce diag(λ1, . . . , λn).

Všimněte si, že když lze lineárńı zobrazeńı A reprezentovat pomoćı diagonálńı matice D

vzhledem nějaké bázi (B) = (b1, . . . , bn), muśı pro každé i ∈ {1, . . . , n} platit A(bi) = λibi,
protože i-tý sloupec matice D je složen ze souřadnic A(bi) v bázi (B). To motivuje následuj́ıćı
definici.

Definice 2 Mějme lineárńı zobrazeńı A : L → L. Čı́slo λ ∈ C se nazývá vlastńım č́ıslem
zobrazeńı A, pokud existuje nenulový vektor x ∈ L takový, že A(x) = λx. Vektor x se nazývá
vlastńı vektor zobrazeńı A př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ.
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Věta 1 Necht’ L je lineárńı prostor dimenze n ∈ N a (B) = (b1, . . . , bn) jeho báze. Lineárńı
zobrazeńı A : L → L lze reprezentovat pomoćı diagonálńı matice D = diag(λ1, . . . , λn) vzhle-
dem k bázi (B) právě tehdy, když λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla A a b1, . . . , bn jsou jejich
př́ıslušné vlastńı vektory.

Důkaz: (⇒): Jestliže D je matice A vzhledem K (B), pak i-tý sloupec matice D jsou
souřadnice A(bi) v bázi (B). Takže pro všechny i ∈ {1, . . . , n} máme A(bi) = λibi, tj. λi

je vlastńı č́ıslo A a bi je jeho př́ıslušný vlastńı vektor.
(⇐): Předpokládejme, λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla A a b1, . . . , bn jsou jejich př́ıslušné

vlastńı vektory. Pak pro každé i ∈ {1, . . . , n} máme A(bi) = λibi. Z toho plyne, že souřadnice
A(bi) v bázi (B) je vektor samých nul až na i-tou složku, která se rovná λi. Matice A vzhle-
dem k bázi (B) je tedy rovna D = diag(λ1, . . . , λn). �

Pokud tedy nalezneme bázi L, která se sestává z vlastńıch vektor̊u A, je možné reprezen-
tovat A pomoćı diagonálńı matice vzhledem k této bázi. Ukážeme si, že za jistých okolnost́ı
je možné takovou bázi naj́ıt.

Protože každá čtverová matice A typu (n, n) definuje lineárńı zobrazeńı A : C
n → C

n

vztahem A(x) = A · x, má smysl zavést pojem vlastńıho č́ısla a vektoru i pro čtvercové
matice.

Definice 3 Necht’ A je čtvercová matice typu (n, n). Čı́slo λ ∈ C se nazývá vlastńım č́ıslem
matice A, pokud existuje nenulový vektor x ∈ L takový, že A · x = λx. Vektor x se nazývá
vlastńı vektor matice A př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ.

Následuj́ıćı věta davá do souvislosti vlastńı č́ısla a vektory lineárńıho zobrazeńı a jeho
matice. Připomeňme, že zobrazeńı [ ]B, které přǐrazuje vektoru jeho souřadnice v bázi (B), je
izomorfismus. Jeho inverze je zobrazeńı ( )B, které souřadnićım přǐrad́ı odpov́ıdaj́ıćı lineárńı
kombinaci.

Věta 2 Mějme lineárńı zobrazeńı A : L → L a jeho matici A vzhledem k bázi (B). Pak A
má stejná vlastńı č́ısla jako A. Nav́ıc vektor x je vlastńı vektor A právě tehdy, když [x]B je
vlastńı vektor matice A.

Důkaz: (⇒): Předpokládejme, že λ ∈ C je vlastńı č́ıslo A a x je př́ıslušný vlastńı vektor, tj.
A(x) = λx. Aplikaćı zobrazeńı [ ]B na tuto rovnost dostaneme:

A · [x]B = [A(x)]B = [λx]B = λ[x]B ,

což znamená, že λ je vlastńı č́ıslo A a [x]B je př́ıslušný vlastńı vektor.
(⇐): Obráceně předpokládejme, že λ ∈ C je vlastńı č́ıslo A a [x]B je př́ıslušný vlastńı

vektor, tj.
[A(x)]B = A · [x]B = λ[x]B = [λx]B .

Aplikaćı ( )B na tuto rovnost dostaneme A(x) = λx. �

Z předchoźı věty tedy plyne, že pokud chceme naj́ıt vlastńı č́ısla a vektory lineárńıho
zobrazeńı A stač́ı hledat vlastńı č́ısla a vektory jeho matice A, tj. vyřešit rovnici A · x =
λx = λE · x pro neznámé č́ıslo λ ∈ C a neznámý vektor x ∈ C

n. Upravou této rovnice
dostaneme (A − λE) · x = o, což je homogenńı soustava lineárńıch rovnic s parametrem λ.
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Vzhledem k tomu, že vlastńı vektory jsou z definice nenulové, zaj́ımaj́ı nás pouze netriviálńı
řešeńı této soustavy. To nastává pouze v př́ıpadě, že soustava má nekonečně mnoho řešeńı,
což je ekvivalentńı tomu, že matice A−λE je singulárńı. Vyjádřeno pomoćı determinantu to
znamená, že det(A − λE) = 0.

Definice 4 Polynom det(A−λE) v proměnné λ se nazývá charakteristický polynom matice
A, k-násobný kořen tohoto polynomu se nazývá k-násobné vlastńı č́ıslo.

Př́ıklad 1 Necht’ D = diag(λ1, . . . , λn). Pak det(D − λE) = (λ1 − λ) · · · (λn − λ). Takže
vlastńı č́ısla matice D jsou λ1, . . . , λn. Vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu λi jsou vektory
samých nul až na i-tou složku ai, která muśı být nenulová, viz následuj́ıćı rovnost:

D ·











0
...
ai

...
0











=











0
...

λiai

...
0











= λi











0
...
ai

...
0











Př́ıklad 2 Necht’ A : C
2 → C

2 je lineárńı zobrazeńı takové, že A(1, 0) = 1

2
(1, 1) a A(0, 1) =

1

2
(1, 1). Restrikce zobrazeńı A na R

2 tedy kolmo promı́tá vektory z R
2 do lineárńıho podpro-

storu 〈(1, 1)〉. Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory A. Matice A vzhledem ke standardńı
bázi lze odeč́ıst př́ımo ze zadáńı:

A =
1

2

(
1 1
1 1

)

.

Hledejme jej́ı vlastńı č́ısla a vektory. Charakteristický polynom A je:

det(A − λE) =

∣
∣
∣
∣

1/2 − λ 1/2
1/2 1/2 − λ

∣
∣
∣
∣
= (1/2 − λ)2 − 1/4 = −λ + λ2 = λ(λ − 1) .

Vlastńı č́ısla A (a tedy i A) jsou kořeny tohoto polynomu, tj. 0 a 1. Pro tyto hodnoty bude
mı́t soustava (A− λE) · x = o netriviálńı řešeńı (to jsou hledané vlastńı vektory). Pro λ = 1
vypadá tato soustava takto:

(
−1/2 1/2 0
1/2 −1/2 0

)

∼

(
−1/2 1/2 0

0 0 0

)

Jej́ım řešeńım je lineárńı obal 〈(1, 1)〉. Vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu 1 jsou nenulové
vektory z množiny 〈(1, 1)〉.

Pro λ = 0 vypadá tato soustava takto:

(
1/2 1/2 0
1/2 1/2 0

)

∼

(
1/2 1/2 0
0 0 0

)

Jej́ım řešeńım je lineárńı obal 〈(−1, 1)〉. Vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu 1 jsou ne-
nulové vektory z množiny 〈(−1, 1)〉.

Našli jsme tedy vlastńı vektory matice A lineárńıho zobrazeńı A : C
2 → C

2 vzhledem
ke standardńı bázi. Vlastńı vektory zobrazeńı A nyńı podle Věty 2 odpov́ıdaj́ı vektor̊um z
C

2 jejichž souřadnice ve standardńı bázi jsou dané vlastńımi vektory matice A. Takže např.

3



vlastńı vektor (−1, 1) matice A odpov́ıdá vlastńımu vektoru −1 · (1, 0) + 1 · (0, 1) = (−1, 1)
zobrazeńı A. Vid́ıte, že v tomto př́ıpadě jsou oba vektory shodné. To je d̊usledek toho, že
matice A reprezentuje A vzhledem ke standardńı bázi. Podobně vektor (1, 1) je zároveň
vlastńım vektorem zobrazeńı A.

Jak jsme zmı́nili výše, pokud najdeme bázi sestavenou z vlastńıch vektor̊u lineárńıho
zobrazeńı, v́ıme že matice tohoto lineárńıho zobrazeńı vzhledem k této bázi bude diagonálńı.
V př́ıpadě zobrazeńı A jsme našli dvojici vlastńıch vektor̊u ((1, 1), (−1, 1)), která tvoř́ı uspořá-
danou bázi C

2. Označme ji (B). Matice D lineárńıho zobrazeńı A vzhledem k bázi (B) by
tedy měla být diagonálńı. Skutečně tomu tak je, protože A(1, 1) = (1, 1) a A(−1, 1) = (0, 0).
Nav́ıc [(1, 1)]B = (1, 0) a [(0, 0)]B = (0, 0). Takže

D =

(
1 0
0 0

)

.

Geometricky to odpov́ıdá tomu, že vektory na př́ımce 〈(1, 1)〉 zobrazeńı A neměńı a vektory
lež́ıćı na kolmé př́ımce 〈(−1, 1)〉 zobrazeńı A pośılá do nulového vektoru.

V předchoźım př́ıkladě jsme viděli, že pokud najdeme mezi vlastńımi vektory lineárńıho
zobrazeńı lineárně nezávislou množinu takovou, aby tvořila bázi, je možné toto lineárńı zob-
razeńı reprezentovat pomoćı diagonálńı matice. Bohužel někdy se stává, že těch vlastńıch
vektor̊u neńı “dost” na to, aby z nich šla vybrat báze, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 3 Hledejme vlastńı č́ısla a vektory matice

A =





2 4 −3
−1 10 −6
−1 8 −4



 .

Charakteristický polynom A je

det(A − λE) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 − λ 4 −3
−1 10 − λ −6
−1 8 −4 − λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −(λ − 3)2(λ − 2) .

Máme tedy dvojnásobné vlastńı č́ıslo 3 a jednonásobné 2.
Vlastńı vektory př́ıslušné λ = 3:





−1 4 −3
−1 7 −6
−1 8 −7



 ∼

(
−1 4 −3

0 1 −1

)

Řešeńı této soustavy je 〈(1, 1, 1)〉.
Vlastńı vektory př́ıslušné λ = 2:





0 4 −3
−1 8 −6
−1 8 −6



 ∼

(
−1 8 −6

0 4 −3

)

Řešeńı této soustavy je 〈(0, 3, 4)〉.

4



Vid́ıme, že mezi 〈(1, 1, 1)〉∪ 〈(0, 3, 4)〉 lze naj́ıt maximálně dvouprvkou lineárně nezávislou
množinu, např. {(1, 1, 1), (0, 3, 4)}. To znamená, že lineárńı zobrazeńı A : C

3 → C
3 definované

vztahem A(x) = A · x nelze reprezentovat diagonálńı matićı. Skutečně, kdyby to šlo, pak by
existovala báze (B) = (b1, b2, b3) taková, že A · bi = λibi pro nějaká λi ∈ C a i ∈ {1, 2, 3}.
To by ale znamenalo, že {b1, b2, b3} je tř́ıprvková lin. nezávislá množina vlastńıch vektor̊u
matice A. Taková ale neexistuje, jak jsem zjistili výše.

Následuj́ıćı věta nám dává dostatečnou podmı́nku k tomu, aby bylo možné mezi vlastńımi
vektory lineárńıho zobrazeńı nalézt bázi.

Věta 3 Pro jakoukoliv množinu navzájem r̊uzných vlastńıch č́ısel lineárńıho zobrazeńı (ma-
tice) je množina př́ıslušných vlastńıch vektor̊u lineárně nezávislá.

Důkaz: Indukćı podle počtu vlastńıch č́ısel. Necht’ A : L → L je lineárńı zobrazeńı. Množina
obsahuj́ıćı jeden vlastńı vektor A je LN, protože vlastńı vektor je z definice nenulový. Předpo-
kládejme, že věta plat́ı jakoukoliv množinu k r̊uzných vlastńıch č́ısel A. Necht’ λ1, . . . , λk+1

jsou navzájem r̊uzná vlastńı č́ısla A a x1, . . . ,xk+1 př́ıslušné vlastńı vektory. Abychom ukázali,
že {x1, . . . ,xk+1} je LN, muśıme ukázat, že jediné řešeńı následuj́ıćı rovnice jsou samé nuly:

α1x1 + · · · + αkxk + αk+1xk+1 = o . (1)

Aplikaćı A na obě strany (1) dostaneme:

α1A(x1) + · · · + αkA(xk) + αk+1A(xk+1) = A(o) = o .

Protože xi jsou vlastńı vektory A můžeme přepsat předchoźı rovnost na:

α1λ1x1 + · · · + αkλkxk + αk+1λk+1xk+1 = o . (2)

Dále vynásobeńı obou stran (1) č́ıslem λk+1 dostaneme:

α1λk+1x1 + · · · + αkλk+1xk + αk+1λk+1xk+1 = o . (3)

Odečteńım rovnice (2) od (3) obdrž́ıme:

α1(λk+1 − λ1)x1 + · · · + αk(λk+1 − λk)xk + αk+1 (λk+1 − λk+1)
︸ ︷︷ ︸

=0

xk+1 = o . (4)

Protože {x1, . . . ,xk} je LN z našeho předpokladu a λi 6= λk+1 pro i ∈ {1, . . . , k}, muśı
platit α1 = · · · = αk = 0. Dosazeńım zpět do rovnice (1) dostaneme αk+1xk+1 = o. Protože
xk+1 6= o, muśı platit αk+1 = 0.

Pro matice funguje stejný d̊ukaz, stač́ı si uvědomit, že každá čtvercová matice A typu
(n, n) definuje lineárńı zobrazeńı A : C

n → C
n předpisem A(x) = A · x. �

Důsledek 1 Necht’ A : L → L je lineárńı zobrazeńı jehož vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn jsou navzájem
r̊uzná. Pak diagonálńı matice D = diag(λ1, . . . , λn) je matice lineárńıho zobrazeńı A vzhledem
k bázi (x1, . . . ,xn), kde xi je libovolný vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λi.
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Př́ıklad 4 Necht’ L je lineárńı prostor reálných polynomů stupně nejvýše dva a A : L → L
lineárńı zobrazeńı definované vztahem A(a0+a1x+a2x

2) = (2a0−a1−a2)−a1x+(2a1+a2)x
2.

Rozhodněte, jestli existuje báze v̊uči, které má A diagonálńı matici.
Matice zobrazeńı A vzhledem k bázi (1, x, x2) je

A =





2 −1 −1
0 −1 0
0 2 1



 .

Najdeme vlastńı č́ısla A:

det(A − λE) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 − λ −1 −1
0 −1 − λ 0
0 2 1 − λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (2 − λ)(−1 − λ)(1 − λ) .

Vlastńı č́ısla tedy jsou 1,−1, 2. Protože všechna vlastńı č́ısla jsou navzájem r̊uzná, je diagonálńı
matice D = diag(1,−1, 2) matićı lineárńıho zobrazeńı A vzhledem k bázi (B) sestavené z
vlastńıch vektor̊u př́ıslušných postupně vlastńım č́ısl̊um 1,−1, 2. Najdeme tuto bázi.

Vlastńı vektory př́ıslušné λ = 1:





1 −1 −1
0 −2 0
0 2 0



 ∼

(
1 −1 −1
0 1 0

)

Vlastńı vektory př́ıslušné λ = 1 jsou tedy nenulové vektory z 〈(1, 0, 1)〉.
Pro λ = −1 máme: 



3 −1 −1
0 0 0
0 2 2



 ∼

(
3 −1 −1
0 1 1

)

Vlastńı vektory př́ıslušné λ = −1 jsou tedy nenulové vektory z 〈(0,−1, 1)〉.
Pro λ = 2 máme: 



0 −1 −1
0 −3 0
0 2 −1



 ∼

(
0 1 1
0 1 0

)

Vlastńı vektory př́ıslušné λ = 2 jsou tedy nenulové vektory z 〈(1, 0, 0)〉.
Našli jsme vlastńı vektory matice A. Vlastńı vektory zobrazeńı A źıskáme tak, že použijeme

vlastńı vektory (1, 0, 1), (0,−1, 1), (1, 0, 0) matice A jako souřadnice v bázi (1, x, x2). Hledaná
báze (B) = (b1, b2, b3) tedy je

b1 = 1 · 1 + 0 · x + 1 · x2 = 1 + x2 ,

b2 = 0 · 1 − 1 · x + 1 · x2 = −x + x2 ,

b3 = 1 · 1 + 0 · x + 0 · x2 = 1 .

Ověřte si, že skutečně plat́ı A(1+x2) = 1 ·(1+x2), A(−x+x2) = −1 ·(−x+x2) a A(1) = 2 ·1.
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3 Podobné matice

Necht’ L je lineárńı prostor dimenze n, A : L → L je lineárńı zobrazeńı a A matice A vzhledem
k nějaké bázi (B). Řekněme, že A je možné reprezentovat také jinou matićı A

′ vzhledem k
nějaké bázi (C). Jaký je vztah mezi těmito maticemi?

Připomeňme, že matice A splňuje pro všechny x ∈ L rovnost [A(x)]B = A · [x]B. Necht’

I je matice identického zobrazeńı vzhledem k báźım (C) a (B) (tj. I je matice přechodu od
báze (B) k bázi (C)). Pak I · [x]C = [x]B. Dosazeńım do [A(x)]B = A · [x]B, dostaneme
I · [A(x)]C = A · I · [x]C . Vynásobeńım I

−1 zleva zjist́ıme, že [A(x)]C = I
−1 · A · I · [x]C . To

znamená, že A
′ = I

−1·A·I. Skutečně, i-tý sloupec matice A
′ je roven [A(ci)]C = I

−1·A·I·[ci]C ,
kde ci je i-tý vektor báze (C). Protože souřadnice ci v bázi (C) je vektor samých nul až na
i-tou složku, která je rovna jedné, je součin I

−1 · A · I · [ci]C roven i-tému sloupci matice
I
−1 · A · I.

Vzhledem k tomu, že matice přechodu je regularńı matice a každá regulárńı matice
představuje nějakou matici přechodu, má smysl zavést následuj́ıćı definici.

Definice 5 Necht’ A a B jsou čtvercové matice stejného typu. Pak matice A je podobná
matici B, pokud existuje regulárńı matice P taková, že plat́ı P ·B = A ·P, tj. B = P

−1 ·A ·P.

Všimněte si, že každá matice je podobná sama sobě, protože E je regulárńı matice a E ·A =
A · E. Dále, pokud je A podobná B, je také B podobná A. Skutečně, pokud P · B = A · P
pro nějakou regulárńı matici, pak P

−1 · A = B · P−1.

Věta 4 Dvě podobné matice A a B maj́ı stejné charakteristické polynomy, tj. stejná vlastńı
č́ısla.

Důkaz: Protože A a B jsou podobné, existuje regulárńı matice P taková, že B = P
−1 ·A ·P.

Z toho plyne následuj́ıćı rovnost:

det(B − λE) = det(P−1 · A · P − λP
−1 · E · P) = det(P−1 · (A − λE) · P) =

= det(P−1) · det(A − λE) · det(P) = det(A − λE) .

Posledńı rovnost plyne z faktu, že 1 = det(E) = det(P · P
−1) = det(P) · det(P−1), tj.

det(P−1) = 1/ det(P). �

Použit́ım výsledk̊u z předchoźı části o lineárńıch zobrazeńı dostaneme následuj́ıćı větu.

Věta 5 Necht’ A je čtvercová matice typu (n, n) a λ1, . . . , λn ∈ C. Pak A je podobná di-
agonálńı matici D = diag(λ1, . . . , λn) právě tehdy, když λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla A a
existuje báze (B) = (b1, . . . , bn) lineárńıho prostoru C

n, kde bi je vlastńı vektor matice A

př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λi.
Nav́ıc pokud A je podobná D, pak A = P · D · P−1, kde i-tý sloupec matice P je roven

vlastńımu vektoru bi.

Důkaz: Necht’ A : C
n → C

n je lineárńı zobrazeńı definované vztahem A(x) = A · x. Pak A

je matice A vzhledem ke standardńı bázi.
(⇒): Pokud je A podobná D, pak D = P

−1 ·A ·P pro nějakou regulárńı matici P. Protože
sloupce matice P tvoř́ı LN posloupnost, je tato posloupnost uspořádaná báze C

n. Označme ji
(B) = (b1, . . . , bn), tj. bi je i-tý sloupec P. Necht’ (E) = (e1, . . . ,en) je standardńı báze C

n.

7



Pak můžeme matici P chápat jako matici identického zobrazeńı vzhledem k (B) a (E), tj.
[x]E = P · [x]B pro x ∈ C

n. Uvědomte si, že pro x ∈ C
n se zobrazeńı [ ]E chová jako identita,

tj. x = [x]E .
Ukážeme, že matice D je matice lineárńıho zobrazeńı A vzhledem k bázi (B). Protože i-tý

sloupec matice D můžeme vyjádřit jako D · [bi]B, dostaneme:

D · [bi]B = P
−1 · A · P · [bi]B = P

−1 · A · [bi]E = P
−1 · A · bi =

= P
−1 · A(bi) = P

−1 · [A(bi)]E = [A(bi)]B ,

což znamená, že D je skutečně matice lineárńıho zobrazeńı A vzhledem k bázi (B). Podle
Věty 1 to znamená, že λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla A a b1, . . . , bn př́ıslušné vlastńı vektory.
Protože vlastńı č́ısla a vektory A a A jsou shodné, jsme hotovi.

(⇐): Předpokládejme, že λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla A a př́ıslušné vlastńı vektory b1, . . . , bn

tvoř́ı bázi (B). Pak podle věty 1 matice D = diag(λ1, . . . , λn) je matice lineárńıho zobrazeńı
A vzhledem k bázi (B). Pak [A(x)]B = D · [x]B pro x ∈ C

n. Necht’ P je matice jej́ıž sloupce
jsou b1, . . . , bn. Pak P je matice identického zobrazeńı vzhledem k báźım (B) a (E). Použit́ım
těchto fakt̊u dostaneme:

A·ei = [A·ei]E = P·[A·ei]B = P·[A(ei)]B = P·D·[ei]B = P·D·P−1 ·[ei]E = P·D·P−1 ·ei ,

což znamená, že i-tý sloupec matice A je stejný jako i-tý sloupec matice P ·D ·P−1. Protože
výše uvedená rovnost plat́ı pro všechny i ∈ {1, . . . , n}, muśı platit A = P · D · P−1, tj. A je
podobná D. �

Z věty 3 potom plyne následuj́ıćı dostačuj́ıćı podmı́nka pro matici, aby byla podobná
diagonálńı matici.

Důsledek 2 Necht’ A je čtvercová matice typu (n, n) jej́ı̌z vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn jsou navzájem
r̊uzná. Pak A je podobná diagonálńı matici D = diag(λ1, . . . , λn), tj. A = P · D · P−1, kde
sloupce P jsou vlastńı vektory př́ıslušné postupně vlastńım č́ısl̊um λ1, . . . , λn.

Př́ıklad 5 V př́ıkladu 1 jsme měli lineárńı zobrazeńı A s matićı

A =
1

2

(
1 1
1 1

)

.

Zjistili jsme, že vlastńı č́ısla A jsou 1, 0 a jejich př́ıslušné vlastńı vektory (1, 1) a (−1, 1). Podle
věty 5 je tedy matice A podobná diagonálńı matici

D =

(
1 0
0 0

)

,

a A = P · D · P−1, kde sloupce P jsou sestaveny z vlastńıch vektor̊u, tj.

P =

(
1 −1
1 1

)

.
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Př́ıklad 6 V př́ıkladu 4 jsme měli lineárńı zobrazeńı A s matićı

A =





2 −1 −1
0 −1 0
0 2 1



 .

Zjistili jsme, že vlastńı č́ısla A jsou 1,−1, 2 a jejich př́ıslušné vlastńı vektory (1, 0, 1), (0,−1, 1), (1, 0, 0).
Podle věty 5 je tedy matice A podobná diagonálńı matici

D =





1 0 0
0 −1 0
0 0 2



 ,

a A = P · D · P−1, kde sloupce P jsou sestaveny z vlastńıch vektor̊u, tj.

P =





1 0 1
0 −1 0
1 1 0



 .

9


