1 Linearni prostory koneé¢né dimenze

Definice 1 Necht L je linedrni prostor konecné dimenze, M a N jsou jeho podprostory.
MnoZinu (M U N) nazjvime spojenim podprostori M a N a znacime MV N.

Spojeni podprostori M VN je nejmensi linedrni podprostor lin. prostoru L, ktery obsahuje
MiN.

Véta 1 Necht L je linedrni prostor konecné dimenze, M a N jsou jeho podprostory. Pak
dim M +dim N = dim (M N N) +dim (M VvV N).

2 Linearni zobrazeni

Definice 2 Necht A: L1 — Lo je zobrazeni a M C Li. Pak definujeme
AM) ={y € Ly | (3z € M)(A(z) = y)}.

Rikdme, Ze zobrazeni A je “na”, pokud A(Ly) = L. Rikdme, Ze zobrazeni A je “prosté”,
pokud pro vsechny x1,x9 € L1 t.2. 1 # x9 plati A(x1) # A(z2).

Definice 3 Necht Ly, Lo jsou linedrni prostory a A: L1 — Lg je zobrazeni. Zobrazeni A
nazyvdme linedrni, pokud pro vSechna x,y € L1 a o € R plati:

1. Alz +y) = A(z) + Aly),
2. Ala-z) =a- Alx).

Ekvivalentné se da pojem linedrniho zobrazeni zavést tak, ze fekneme, ze je to takové zobra-
zeni A: L1 — Lo, které pro vSechna x,y € Ly a «, 8 € R spliiuje:

Alcv-z+B-y)=a-Alx)+ 6 - Aly).

Pozorovani 1 Pro linedrni zobrazeni A: L1 — Lo plati A(0o1) = 02, kde 01 je nulovy vektor
L1 a og nulovy vektor L.

DUKAZ: Mdme A(0o1) = A(0-x) =0- A(z) = 02. O

Priklad Necht A, : R? — R? je zobrazeni definované tak, ze vektoru x pfifadi vektor otoceny
podle pocatku o thel ¢. Pak A, je linearni zobrazeni.

Piiklad Necht L; je lin. prostor viech diferencovatelnych funkei z R do R a Lo je lin. prostor
vsech funkef z R do R. Pak zobrazeni D: Ly — Lo definované vztahem D(f) = f’ je linedrni
zobrazeni, protoze

D(f+9)=(f+9)=f+g=D(f)+D(9), Dla-f)=(a f)=a f=a D).

Definice 4 Necht L1, Lo jsou linedrni prostory, oo je nulovy vektor v Ly a A: L1 — Lo je
linedrni zobrazeni. MnoZinu

ker A={x € L | A(x) = 03}

nazyvdme jddrem linedrniho zobrazeni A.



Véta 2 Jddro linedrniho zobrazeni A: Ly — Lo tvot{ linedrni podprostor lin. prostoru Li.

DUKAZ: Necht z,y € ker A a a € R. Pak
Alx +y) = Ax)+ Aly) =02+ 02 =03
Tzn. ze ¢ + y € ker A. Podobné
Ala-z)=a - Alx) =a 03 =09,

tj. a-x € ker A. O

Veéta 3 Necht A: Ly — Lo je linedrni zobrazeni. MnoZina A(L1) tvori linedrni podprostor
lin. prostoru Lo.

DUKAZ: Necht y;,y, € A(L1) a a € R. Pak existuji 1,22 € Ly t.z. A(z1) = y; a
A(x2) = yy. Takze y; + yo, = A(x1) + A(x2) = A(x1 + x2), tj. y; + yy € A(L1). Po-
dobné av-y; = - A(z1) = Al - 1), tj. a -y € A(Lq). O

Definice 5 Defekt linedrniho zobrazeni A: Ly — Loy je definovdn jako dim (ker A) a hodnost
linedarniho zobrazeni A je definovana jako dim A(Lq). Defekt A znacéime def A a hodnost A
znacime hod A.

Véta 4 Necht Ly, Ly jsou linedrni prostory, (B) = (by, ..., by) je usp. bdze L1 ayq,...,y, €
Lo. Pak existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni A: Ly — Lo t.2. A(b;) = y,; pro vdechna
ie{l,...,n}. Navic

Al) =1y 4+ an - yn, (1)

kde (au,...,ay) jsou souradnice vektoru x v bdzi (B).

DUkAz: (1) Existence: ukézeme, Ze zobrazeni definované vztahem (1) je linedrni. Necht
x1,x2 € Ly, (v, ..., q,) jsou soufadnice &1 v (B) a (i, ..., [,) soufadnice 2 v (B). Pak

Ti+xe=a1 b+ tay by +0-bi+ By by = (1 +61) bi+ -+ (i + ) b,

Tzn. ze soutadnice x1 + x2 v (B) jsou (g + f1, ...,y + By) a soufadnice v - 1 v (B) jsou
(yau,...,yay). Takze

A1 +x2) = (1 +01) - y1+ -+ (an+06n) -y, =
:a1y1++anyn+ﬁlyl++/8nyn:"4(m1)+"4(m2)7

A(y-x1) = (var) -y +- + (yan) -y, =7 (1 -y +- +an-y,) =7 Alz1).

(2) Jednoznacnost: predpokladejme, ze existuje linedrni zobrazeni B: Ly — Lo t.z. B(b;) = y;
pro véechna i a « € L;. Vektor £ mé néjaké soufadnice (a1, ..., a,) v (B). Pak

B(m) :B(al‘b1+"‘+01n'bn) :al'B(b1)+"'+Oén'B(bn) =1 Yy, + - tany, :A(gg),
O



Piiklad Vezméme pifklad lin. zobrazeni A, : R? — R? a standardni bézi (B) = ((1,0), (0, 1)).
Je jednoduché ovérit, ze A, (1,0) = (cos ,sing) a A,(0,1) = (—sin g, cos ). Pokud nas nyni
zajima obraz libovolného vektoru (x,y) = z-(1,0)+y- (0, 1), pak podle pfedchozi véty mame:

Aip(xay) =T A(,O(]-ao) +y 'A(,D(Ov 1) =
=z (cosp,sinp) +y - (—sinp,cosp) = (rcosy —ysing, rsiny + ycosy) .

Pozorovani 2 Necht A: Li — Ls je linedrni zobrazeni a x1, . . ., %, je LZ posloupnost v L.
Pak i A(xy),. .., Alz,) je LZ.

DUKAZ: Protoze existuje netrivialni lin. kombinace vektort «1, ..., T, t.Z.
o) -T1+ -+ Qp Ty =01,
dostaneme

ar - Alx) + -+ an - Alxy) = Alag 21+ -+ o - @) = A(01) = 02

Véta 5 Necht A: Ly — Lo je linedrni zobrazeni. Ndsledugjici podminky jsou ekvivalentni:
1. A je prosté.
2. def A = 0.
3. Je-li x1,...,x, LN posloupnost v L1, pak i A(xy),..., A(x,) je LN.
DUKAZ:
(1=2) Je-li A prosté, pak ker A = {01}, tj. def A = 0.
(2=-3) Pokud def A = 0, pak ker A = {0;}. Ukdzeme, ze A(x1),..., A(x,) je LN. Resme tedy

rovnici:
alA(m1)++an¢4(mn) = 03.

Z linearity A dostaneme:
Alag -1+ -+ an - x,) = 02,

tj. a1 xy + -+ an - @, € ker A, Takze oy -1 + - -+ ap - ©, = 01. Protoze @y, ..., x,
je LN, musi platit o = -+ = oy, = 0.

(3=1) Necht x,y € L; t.z. ¢ # y. Pak * — y # 01, tj. © —y je LN. Proto 02 # A(x — y) =
A(x) — A(y). Takze A(x) # A(y).

Definice 6 Necht A: L1 — Lo a B: Ly — L3 jsou zobrazeni. Symbolem Bo A: Ly — Lg
oznacujeme slozené zobrazend, které je definovino (Bo A)(x) = B(A(x)) pro vsechny x € L.



Véta 6 Necht A: Ly — Lo a B: Ly — L3 jsou linedrni zobrazeni. Pak i Bo A je linedrni.

DUKAZ: Nechf x,y € L1 a o € R. Pak

(BoA)(z+y)=B(A(z +y)) = B(A(
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(BoA(a-z) = BlAle-z)) = Bla- Al®)) = a-B(A®) = a- (Bo Az).

Definice 7 Identické zobrazeniZ: L — L je definovino I(x) = x.

Necht A: L1 — Lo je prosté zobrazeni na Lo. Pak inverzni zobrazeni A1 Ly — I je
takové zobrazend, které spliiuje A~ o A =1T.

Zobrazeni A™': Ly — Ly existuje prdvé jedno, je prosté a na.

Véta 7 Je-li prosté zobrazeni A: L1 — Lo na Lo linedrni, pak A" je také linedrnd.

DUKAZ: Necht x,y € Ly a a € R. Pak existuje pravé jeden vektor a € Ly t.z. A(a) = =
a pravé jeden vektor b € L; t.z. A(b) = y. Takze A '(z) = a a A"'(y) = b. Navic
A(a +b) = A(a) + A(b) = x + y. Takze

At z+y)=a+b=A(z)+ A (y).
Nakonec A(a-a) = a- A(a) = a - . Takze

Al a-z)=a-a=a- A (x).

3 Izomorfni linearni prostory

Definice 8 Zobrazeni A: L1 — Lo nazjvdme izomorfismus, pokud je prosté a na. Rikdme, Ze
dva linedrni prostory L1, Lo jsou izomorfni, pokud existuje izomorfismus A: L1 — Lo. Tento
fakt znacime Ly = L.

Poznamka 1 Necht A: Ly — Ly je izomorfismus. Pak A™': Ly — Ly existuje a je také
izomorfismus.

Véta 8 Kazdy linedrni prostor L dimenze n je izomorfni s linedrnim prostorem R™.

DUKAZ: Protoze dim L = n, existuje usp. bdze (B) = (by,...,by,) lin. prostoru L. Definujme
zobrazeni A: L — R"™ takto: A(x) = (au,...,a,), kde (aq,...,ay,) jsou souradnice « v (B).
Ukézeme, 7e A je linedrni. Necht v € R, z,y € L, (aq,...,a,) jsou souiadnice v (B) a

(61, .-, Bn) jsou souradnice y v (B). Pak

x+y=ar bty by +B byt By by = (a1 +51) bi A+ (an+ ) ba,



Tzn. ze souradnice x +y v (B) jsou (aq + B1,...,ay + By) a souradnice v - & v (B) jsou
(yai,...,vay). Takze

.A(ac+y) = (Oq—i—ﬁl,...,an—l—ﬁn) = (al,...,an)—l—(ﬁl,...,ﬁn) = A(a:)—l—A(y),

Ay -x1) = (vaq, ..., yan) =7 (a1, ..., apn) = v - A(z) .
Protoze jsou soutadnice uréeny jednoznacné, tak jediny vektor, ktery mé v (B) soufadnice
(0,...,0) je 0. Tzn. ze ker A = {0}, tj. def A = 0. Takze A je prosté. Nakonec A je i na,
protoze ke kazdé n-tici (a1, ..., ay,) existuje x € L t.z. A(x) = (a1, ..., an), konkrétné vektor
r=a;-by+- -+ a, by O

Definice 9 Necht L je lin. prostor, (B) jeho bdze a dim L = n. Pak [ |g: L — R" je izo-
morfismus definovany [x]p = (a1,...,an), kde (a1, ..., ay) jsou souradnice x v bdzi (B). K
nému inverzni izomorfismus budeme znacit ( )p: R™ — L, tj. (aq,...,an)p = .

Piiklad Necht L je lin. prostor polynomii stupné nejvyse 2 a (B) = (22, z,1) je jeho béze.
Pak L je izormorfni s R? a

[azz? 4+ a17 + ag|p = (a2, a1, ap), (az,a1,a0)p = asx® + a1 + ag .

Véta 9 Necht A: L1 — Lo a B: Ly — L3 jsou izomorfismy. Pak i Bo A: L1 — L3 je
izomorofismus.

DUKAZ: Zobrazeni Bo A je linedrni. Navic je i prosté, protoze slozen{ dvou prostych zobrazeni
je prosté. Ukazeme, Ze je na. Protoze A(L1) = Lo a B(Lg) = L3 méme

(BoA)(L1) = B(A(L1)) = B(L2) = Ls.

Véta 10 Dwva linedrni prostory L1, Ly koneéné dimenze jsou izomorfni p.t.k. maji stejnou
dimenzi.

DUKAZ: Nechf dimL; = dim Ly = n. Pak L; & R" a Ly, = R", tj. existuji{ izomorfismy
A: L1 - R" a B: Ly — R". Takze B~' o0 A: L; — Ly je izomorfismus.

Necht A: Ly — Lo je izomorfismus, By je baze L a By baze Lo. Protoze izomorfismus
pievadi LN vektory na LN vektory, mame |B;| = |A(B1)| < |Ba|. Vzhledem k tomu, ze A~!
je také izomorfismus, mame |Bs| = | A1 (B2)| < |By|. Takze |By| = | Ba|, tj. dim L = dim Lo.

O



4 Matice linearniho zobrazeni

Pozorovani 3 Necht A je matice typu (m,n). Pak zobrazeni A: R™ — R™ definované vzta-
hem
Alx) = A -z

je linedrnd.

Véta 11 Necht Ly, Lo jsou lin. prostory, (B) = (by,...,by) je bdze Ly a (C) = (c1,...,¢m)
je baze Ly. Necht A: L1 — Ls je linedrni zobrazeni a A je matice, jejiz sloupce tvori vektory

[A(bD)]cs - - ., [A(bn)]c. Pak Ve € Ly plati:
[A(z)lc = A - [z]5.
DUKAZ: Necht © € Ly a [z]g = (a1,...,an), tj. € = a1by + - - + a,b,. Pak
A(x) = A(aiby + - + anby) = a1 A(by) + - - + anA(by) .
Protoze [ ]¢ je linedrni zobrazeni dostaneme:
[A(z)]c = [a1A(b1) + - -+ + anA(bn)]c = a1[A(b1)]c + - + an[A(bn)]lc = A - [z] 5.

O
Matici A z posledni véty fikdme matice linedrniho zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C).

Lemma 1 Necht A: Ly — Lo je linearni zobrazeni a x1, ..., %, € L1. Pak
A1, ..., xn)) = (A(x1), ..., Alzy)) -
DUKAZ: Necht y € Ly. Potom y € (A(x1), ..., A(x,)) p-.t.k. pro néjaké oy, ..., o, € R méme
y=arA(x1) + -+ apAlzn) = Alaqx + -+ + apxy) -

A to je ekvivalentni tvrzeni, ze y € A((x1,...,xy,)). O

Véta 12 Necht Ly, Ly jsou lin. prostory konecné dimenze, A: L1 — Lo je linedrni zobrazent,
(B) je bdze Ly a (C) je baze Ly. Pak pro matici A lin. zobr. A vzhledem k bdzim (B) a (C)
plati hod A = hod A.

DUKAz: Necht (B) = (by,...,b,) a dim Ly = m. Pak
hod A = dim A(L1) = dim A({br, ..., b)) = dim (A(b1), .., A(by)) -

Posledni rovnost plyne z piedchoziho lemmatu. Protoze [ |¢: Lo — R™ je izomorfismus,
je linearni obal (A(b),...,A(by)) izomorfni linearnimu prostoru [(A(b1), ..., A(bn))]c, coz
opét podle predchoziho lemmatu je rovno linearnimu obalu ([A(b1)]c,. .., [A(b,)]c). Takze
nakonec dostaneme néasledujici rovnosti:

dim (A(b1), ..., A(by)) = dim ([A(b1)]c, - . ., [A(bn)]c) = hod A..



Véta 13 Necht L1, Ly jsou lin. prostory koneéné dimenze, A: L1 — Lo je lin. zobrazeni. Pak
dim 1 =hod A+ def A.

DUKAZ: Necht dim L; = n a A je matice lin. zobrazen{ A vzhledem k bézim (B) a (C'). Nulové
vektory prostoru L1, Lo, R™ budeme znacit postupné o1, 02, 0. Protoze hod A = hod A, staci
ukézat, ze def A = n—hod A. Necht My = {u € R" | A-u = o}. Vime, ze dim My = n—hod A.
Ukazeme, ze My = ker A, tj. def A = dimker A = dim My = n — hod A. Sta¢i tedy najit
izomorfismus z ker A na My. Ukdzeme, ze zobrazeni B: ker A — My definované piedpisem
B(x) = [x]B, je onen izomorfismus. Zobrazeni B je tedy jen restrikce zobrazeni [ |g: L1 — R"
na mensi definiéni obor ker A. Zobrazeni B je tedy prosté. Zbyva ukazat, ze (1) My je jeho
obor hodnot (tj. B(ker A) C My) a (2) B je na Mj.

(1) Necht x € ker A. Pak A(x) = 09. Takze
A-B(z) = A-[z|p = [Ax)]c = [o2]c = 0,
tj. B($) € Mp.

(2) Necht u € M. Pokud ukdzeme, ze (u)p € ker A, tak mame vyhrdno, protoze B((u)g) =
[(w)B]p = u (zobrazeni [ |p a ( )p jsou vzéjemné inverzni izomorfismy). Mame

[A((w)B)lc=A -[(u)plp=A -u=o0.

Aplikaci izomorfismu ( )¢ a predchozi rovnosti, dostaneme

A((w)p) = ([A((w)p)lc) o = (0)c = 02,

tj. (u)p € ker A.

Véta 14 Necht Ly, Lo, L3 jsou lin. prostory konecéné dimenze, A: L1 — Ls a B: Ly — L3
jsou lin. zobrazeni. Ddle necht (B),(C), (D) jsou postupné bdze Ly, Lo, L3, A je matice A
vzhledem k bazim (B) a (C), a B je matice B vzhledem k bazim (C) a (D). Pak matice B - A
je matice lin. zobrazeni B o A vzhledem k bdzim (B) a (D).

DUKAZ: Musime ukdzat, Ze sloupce matice B-A jsou obrazy bdzovych vektori z (B) vyjadiené
v bazi (D) pres zobrazeni B o A. Necht (B) = (by,...,b,). Pak

[B(A(b:))lp =B - [A(bi)lc =B (A - [bi]p) = (B A) - [bi]p .

Protoze [b;]p = (0,...,1,...,0) je vektor samych nul, akordt na i-té pozici je 1. Dostaneme,
ze (B - A) - [b;]p neni nic jiného nez i-ty sloupec matice B - A. O

Véta 15 Necht Ly, Lo jsou lin. prostory koneéné dimenze, A: L1 — Lo je izomorfismus a A
je matice A vzhedem k bdzim (B) a (C). Pak A~! existuje a je matici A1 vzhledem k bdzim
(C) a (B).



DUKAzZ: Kdyz je A je izomorfimus, pak dim L; = dim Ly = n a def A = 0. Takze A je typu
(n,n) a je reguldrni, protoze hod A = hod A = dim L; — def A = n. Necht (C) = (ey,. .., ¢p).
Ukazeme, 7e i-ty sloupce matice A~! je roven [A~!(¢;)]p. Mame

A [A (&)l = [AA (e)e = leie -
Po vynésoben{ posledni rovnosti matici A~! dostaneme:
A (e)]lp =AT" [eile

Protoze [¢;]c = (0,...,1,...,0) je vektor samych nul, akorat na i-té pozici je 1. Dostaneme,
7e (A1) - [¢;]¢ nenf nic jiného nez i-ty sloupec matice A~ O

5 Transformace souradnic

Véta 16 Necht L je lin. prostor koneéné dimenze, T: L — L je identické zobrazeni a (B), (C)
jsou dvé baze L. Pak pro matici I lin. zobrazeni T vzhledem k bazim (B) a (C) plati:

[Zlc =1 [=]5,
pro kazdy x € L.

DUKAZ:

U
Matice I tedy prepocitava soufadnice z béze (B) do béze (C). Navic I je typu (n,n), kde
n =dim L.

Definice 10 Matice I z predchozi véty se nazyvd matice prechodu od bdze (C) k bdzi (B).

(B)
Poiadi bazi v definici matice pfechodu je motivovano nasledujicim faktem. Necht (B) =
(by,...,by). Pak i-ty sloupec matice I je [Z(b;)]c = [bi]c, tj. pokud zndme bézi (C), pak
sloupce matice I nam fikaji, jak najit bazové vektory z (B).

Véta 17 Necht L je lin. prostor konecné dimenze n, T: L — L je identické zobrazeni a
(B), (C) jsou dvé baze L. Pak matice prechodu I od baze (C) k bdzi (B) je regularni a matice
I~ je matice prechodu od bdze (B) k bdzi (C).

DUKAZ: Protoze T je izomorfismus, je matice I regularni. Navic podle Véty 15 je I™! ma-
ticf lin. zobrazeni Z~! vzhledem k bézim (C) a (B). Protoze T~ = T, je matice I"! matici
prechodu od béaze (B) k bazi (C). O



