1 Determinanty a inverzni matice

Definice 1 Necht A = (aj) je matice typu (n,n), n > 2. Subdeterminantem A;; matice A

prislusnygm pozici (i,j) nazgvame determinant matice, kterd vznikne z A vypusténim i-tého

Fddku a j-tého sloupce. Dopliskem D;; nazgvdme ¢islo Djj = (—1)"17 A;;.

Véta 1 Necht A = (a;j) je matice typu (n,n), n > 2. Pak pro kazdé i € {1,...,n} plati
det A = a;1D;1 + aip D2 + - - - + ainDin

Navic pro kazdé j € {1,...,n}, j # i, mdame

ai1Dj1 +aigDjo + -+ -+ ainDj, = 0.

Piiklad
0 0 4 o 2 -1 -2
=4-Dyg=4-(-1)*2.13 0 0/=-4-3-Dy =
3 0 -1 0 P
1 -3 5 2
=12 (-1)*". ‘:; _3‘ =12-(-2—-6) = —96

Véta 2 Necht A je matice typu (n,n). Pak A je requldrni p.t.k. det A # 0.
DUKAZ: Predpoklddejme, ze det A = 0 a A je reguldrni (tj. A~! existuje). Pak
l=detE=det(A-A')=detA-det A ' =0-det A1 =0,

COZ je Spor.
Ptedpoklddejme, ze det A # 0. Pak ukazeme, ze

1
-1 T
- D;;
detA( i)
kde (D;;)T je transponovand matice viech doplilkti matice A. Oznatme B = (D;;)T a

vypocteme A - B = C = (¢;5). Pak

det A proi=7,
¢ij = ainDj1 + aigDjo + -+ + ainDjp = pro v =
0 pro i # j.
Takze C = (det A) - E. Podobné se ukaze, ze B- A = (det A) - E. -

Piiklad Nechf A — (‘Cl

ad — bc # 0, potom

Z) je obecnd matice typu (2,2). Pak det A = ad — bc. Pokud

U d —c\" 1 d —b
ad—be " ad—be \ b a)  ad—be \—c al’




2 Soustavy linearnich rovnic

Megjme soustavu m linearnich rovnic o n nezndmych:

anry + -+ awr, = b
(1)
amiz1 + -+ ampn, = by
Pokud oznac¢ime
air - Al T by
A = s €Xr = s b = y
Gm1l **° QGmn Tn bm

pak misto (1) muzeme psét strucnéji A-x = b. Matici A nazyvdame matici soustavy (1), vektor
b’ = (by,...,by) vektorem pravych stran a vektor &’ = (z1,...,2,) vektorem neznamych.
Matici (A | b) nazyvéme rozsifenou matici soustavy.

Poznamka 1 Ackoliv x a b jsou jednosloupcové matice a ne vektory, budeme s nimi bézné
pracovat jako s vektory, protoZe je vétsinou z kontextu jasné, kdy je mdme chapat jako jedno-
sloupcové matice.

Vsimeéme si také, ze soustava (1) lze prepsat takto:

ai ain by
- : +i Ty, : =
am1 Amn bm
To znamend, ze pokud vektor (aq, ..., ) je jejim FeSenim, pak vlastné vektor b je linedrni
kombinaci sloupcu matice A a koeficienty této linedrni kombinace jsou pravé asy, ..., a,.

Véta 3 (Frobeniova) Soustava A - x = b md reseni p.t.k. hod A = hod (A | b).

DUKAz: Vektor (aq,...,q,) je feSenim soustavy A - x = b p.t.k. b je linedrni kombinac{

sloupci A s koeficienty aq,...,a,. To znamenda, Ze soustava A - x = b ma feSeni p.t.k.
T T
bl ¢ (r : AT) to je p.t.k. <r: <‘Z‘T>> = (r : AT) a to je p.t.k. hod (‘Z‘T> = hod AT,

Protoze pro kazdou matici B méame hod B” = hod B, dostaneme hod (A | b) =hodA. O

Definice 2 Nechf A -x = b o C -z = d jsou soustavy linedrnich rovnic. Rikdme, Ze tyto
soustavy jsou ekvivalentni, pokud maji stejné mnozZiny resend.

Véta 4 Ke kazdé soustavée A - x = b lze nalézt ekvivalentni soustavu C - x = d, kde C je
horni trojihelnikovd.

DUKAZ: Ztejmé (A | b) ~ (C | d), kde C je horni trojihelnikovd. Staci tedy ukdzat, ze
soutavy A -x = b a C-x = d jsou ekvivalentni. Protoze (A | b) ~ (C | d), existuje reguldrni
matice P t.z.

(Cld)=P-(A|b)=(P-A|P-b).



Takze C=P-Aad=P-b.

Necht a je fesenf soustavy A-x =b,tj. A-a=b.PakP-A-a=P-b, tj. C-a =d.
Obrécené, necht z je fesenim C-ax = d. Pak P- A -z = P -b. Vynasobenim matici P! zleva
dostaneme A - z = b. O

Definice 3 Necht A - x = b je soustava lin. rovnic a b = o. Pak nazjvdme tuto soustavu
homogenni.

Véta 5 Mnozina M teSent homogenni soustavy A-x = o on nezndmyjch tvori lin. podprostor
lin. prostoru R™,

DUKAZ: Ziejmé o € M. Nechf u,v € M aa € R.Pak A-(u+v)=A-u+A-v=0+0=0
aA-(a-u)=a-(A-u)=a-0o=o0.Takzeu+veMaa-uc M. O

Veéta 6 Necht A -x = o je homogenni soustava lin. rovnic o n nezndmijch a M = {u € R™ |

A -u = o}. Pak dim M =n —hod A.

DUKAZ: Vime, ze (A | 0) ~ (C | 0), kde C je horni trojihelnikové, jejiz pocet nenulovych
radku je hod A. Na popis feSeni budeme tedy potiebovat k = n—hod A parametra py,...,pg €
R. Necht tedy z;, = p1, ..., zi, = pk. Protoze vektor pravych stran je nulovy, muzeme ostatnf
slozky teseni vyjadfit jako linedrni kombinace parametru pi, ..., pr. To znamend, ze libovolné
feSeni muzeme vyjadfit ve tvaru:

(931,-'-,%1)ZP1U1+"‘+Pnun'
Takze M = (uq, ..., ux). Zbyva ukdzat, ze {uq,...,ux} je LN. Necht
oa1u] + -+ U = 0.

Protoze uw; ma na pozici i; ¢islo 1 a ostatni vektory wao,...,ur nulu, plati pro ¢; slozku
ar-l4+a-0+---4ag-0=0,tj. o1 = 0. Podobné ukazeme, ze i ag = --- = o = 0. ]

Piiklad Najdéte bazi a dimenzi lin. prostoru M vsech feSeni nésledujici homogenni soustavy
lin. rovnic:

S 0
3 0
0

1 2 3
0 01
0 00 0

SN

Necht p1,p2,p3 € R. Volme x5 = p1 a x4 = pa. Z rovnice x3 + 2x4 + 3x5 = 0 dostaneme
x3 = —2po — 3p1. Déle volme x9 = p3. Z rovnice x1 + 2x9 + 3z3 + 4z4 + 5x5 = 0 dostaneme

x1 = —2p3 — 3(—2p2 — 3p1) — 4p2 — 5p1 = —2p3 + 2p2 + 4p1 .

(71,72, 3, 24, 5) = (—2p3 + 2p2 + 4p1, p3, —2p2 — 3p1,p2,p1) =
- p1(47 07 _37 07 1) +p2(27 07 _27 17 0) +p3(_2a 17 07 07 0)



Mnozina {(4,0,-3,0,1),(2,0,-2,1,0), (—2,1,0, ,0)} je baze lin. prostoru M a dim M = 3.
Ukazme, ze {(4,0,-3,0,1),(2,0,—2,1,0),(—2,1,0,0,0)} je LN.

a1(4,0,-3,0,1) 4+ a2(2,0,—2,1,0) + a3(—2,1,0,0,0) = (0,0,0,0,0).

Ukazeme napt. ze as = 0. Parametr ps odpovida ¢tvrté slozce feSeni x4. Pro ¢tvrtou slozku
z predchozi rovnice tedy mame a1 -0+ g -1 4+ a3z-0=0, tj. as = 0.

Definice 4 Necht A - x = b je nehomogenni soustava lin. rovnic a v je jedno jeji rFesent.
Pak v nazgvame partikuldrni Teseni a soustavu A - x = o nazyvdme pridruZenou homogenni
soustavou k A - x = b.

Véta 7 Necht v je partikuldrni veseni soustavy A - x = b a My je lin. prostor Fesend
pridruZené homogenni soustavy A - x = o. Pak pro mnoZinu M vsech reSeni A -x = b
plati:

M={v+u|ueM}.
DUKAZ: Nejprve ukdzeme, Ze v + u je feSeni pro libovolny vektor u € My. Mdme
A-(v+u)=A-v+A-u=b+o=0b.

Nyni ukdzeme, Ze kazdé feSeni w € M lze vyjadiit ve tvaru v +u' pro néjaky vektor u’ € M.
Volme v’ = w — v. Vektor v’ € My, protoze

Av=A (w—u=A - w—-A - v=b-b=o.

Vzhledem k tomu, ze v + v’ = v + (w — v) = w, dukaz je hotov. O

Pokud {uq,...,ut} je baze lin. prostoru My vsech feseni pridruzené homogenni soustavy
A - x = o, pak mnozinu feSeni soustavy A - x = b obvykle zapisujeme takto:

M=v+My=v+ (uj,...,ug).

Véta 8 (Cramerovo pravidlo) Necht A je requldrni étvercovd matice. Pak pro i-tou sloZku

refeni soustavy A - x = b plati
det Bz

o =

" detA’
kde matice B; je shodnd s matici A aZ na i-ty sloupec, ktery je nahrazen sloupcem pravych
stran b.

DUKAZ: Protoze A je reguldrni, mame © = A~! - b. Déle pro inverzni matici A~! plati:

D.:
Al =(¢y) = <detj;x> ., kde (D;;) je matice doplitki k matici A.

Necht b = (b1, ...,b,), pak

1 detBi
ZCJ ZoletA i = ot A Pubrtt )= qiA



Ptiklad Pro nésledujici soustavu spoctéte neznamou xo:

12 3\ (= 0
32 1) [a]=]1
110/ \us 0
103
31 1
L_too _otoro-@B+oto0) 3
711 2 3| 04249-(6+1+0) 4
32 1
110

3 Maticové rovnice

Algoritmus Gaussovy eliminaé¢ni metody lze jednoduSe zobecnit na maticové rovnice tvaru
A-X = B. Necht by, ..., b jsou sloupce matice B and @7 ...,z sloupce matice X. Viiméme
si, ze rovnice A - X = B je ekvivalentni s k-tici rovnic A - @y = by,..., A - x; = by, protoze
-ty sloupec souc¢inu A - X zavisi pouze na i-tém sloupci x;. Rovnice A - x; = b; jsou jiz
normalni soustavy lin. rovnic. Vzhledem k tomu, Ze maji vSechny stejnou matici soustavy,
Ize je FeSit jednou eliminaci najednou, jen musime matici soustavy rozsitit o vSechny pravé
strany by, ..., b;. Postupujeme takto:

(A[B)=(A | b1 -+ b )~(C | di -+ di),

kde C je horni trojihelnikova. Kazdy sloupec @x; matice X potom vyjadiime nezavisle ze
soustavy (C | d;).

Piiklad Reste rovnici A - X = B, kde

-1 0
A= —1 3 -2 =5
1 1 5
1 2 4 -1 0 1 2 4 — 0 1 2 4 -1 0
2 -1 3| -2 -5|]~10 -5 -5 0—5~011 0 1
-1 31 1 5 0 5 5 0 5 0 00 0 0
T11 1 2 4 -1
Sloupec 1 = | z21 | ziskdme ze soustavy [0 1 1 0]. Necht 23y = p, p € R. Z
31 0 0O 0
druhé rovnice x21 + x31 = 0 plyne xo; = —p. Z prvni rovnice x11 + 2291 + 4231 = —1 plyne
11 — -1 - 2]).
T12 1 2 4 0
Podobné sloupec s = | x990 | ziskdme ze soustavy |0 1 1 1]. Necht 3 = t,
I32 0 0 0 0

t € R. Z druhé rovnice x93 + 32 = 1 plyne x9o = 1 —t. Z prvni rovnice x12 + 2x99 + 4232 = 0
plyne x15 = —2 — 2¢. Dohromady
—-1-2p —2-2t
X = —p 1—1¢ , pteR.
p t



Metodu je mozné upravit i na rovnice tvaru X - A = B. Pomoci transpozice pfevedeme
rovnici na AT . X7 = BT. Pomoci pfedchoziho postupu nalezneme X7, tj. eliminuje matici
(AT | XT), a nakonec opét pomoci transpozice ziskdme X = (X1)7.



