1 Linearni obaly, baze a dimenze

Definice 1 Necht L je linedrni prostor. Neprdzdnd koneénd mnozina K C L, K = {x1,...,x,}
se nazyvd LZ, pokud je LZ konecnd posloupnost xi,...,x,. Nekonecnd mnozZina M C L se
nazyvd LZ, pokud existuje konecénd K C M, kterd je LZ. MnoZina, kterd neni LZ je LN () je
LN).

Kone¢nd mnozina K = {x1,...,x,} je tedy LN, pokud je LN koneénd posloupnost
x1,...,x, a nekoneénd mnozina M je LN, pokud kazda jeji kone¢na podmnozina je LN.

Piiklad Mnozina M = {1,z,2%,23,...} je nekoneénd LN podmnozina linedrniho prostoru
v8ech polynomu, protoze libovolna koneéna podmnozina je LN. Skute¢né, méjme libovolnou
K = {aM aF2 . . zk}). Pak

oz + o + -+ anaft =0 Vo e R

je splnéno jen pro a; = ag = --- = a,, = 0, protoze jediné polynom se samymi nulovymi
koeficienty je roven nulovému polynomu.

Definice 2 Necht L je lin. prostor a M C L. Linedrni obal (M) je mnoZina vsech linedrnich
kombinaci prvku z M, tj.

(M) ={a1x1+ - +apxy, |neEN, &1,...;2, € M, a1,...,0p, € R}.

Misto ({x1,...,xn}) pisSeme jen (x1,...,xy).

Vektor z patii tedy do linedrniho obalu (M), pokud existuje n € N, x1,..., @, € M a
al,...,0n € Rt.Z.
zZ=o1x1+ -+ a,T,.

Priiklad

((1,5,3),(—2,0,4)) = {a1(1,5,3)+az(—2,0,4) | a1, a2 € R} = {(a1—2a9, 5a1,3a1+4as) | a1, an € R}

(1,z,2% 23,...) = Rz]

Véta 1 Necht L je lin. prostor a M C L. Pak (M) je nejmensi lin. podprostor prostoru L,
ktery obsahuje M.

DUKAz: Necht z,y € (M) a a € R. Pak

r = aiul+ -+ ayuy
Yy = [vr+--+ B
pro néjaké uq,...,upn, v, ..., 0y € M. Mame tedy

T+Y=aiu+ -+ gty + fvr 4+ Brogy

ax = (ao)ur + -+ - + (aap)uy,

Takze x +y € (M) a ax € (M).



Ziejmé M C (M). Necht U je lin. podprostor L a M C U. Ukdzeme, ze (M) C U. Mé&jme
z € (M), t.j.
zZ=0T] + X2 + -+ ApTn ,

pro néjaké x1,...,x, € M a aq,...,a, € R. Protoze kazdé x; € U a U je podprostor, musi
a;x; € U. Tudiz i soucet z =Y " asax; € U. O

Véta 2 Necht L je lin. prostor, M C L a z € L. Je-li z € (M), pak (M) = (M U{z}).

DUKAZ: Ztejmé (M) C (M U{z}). Protoze M C (M) a {z} C (M), mdme M U {z} C (M).
Tudiz (M U{z}) C ((M)) = (M). O

Veéta 3 Necht L je linedrni prostor, M C L je LN mnozina a z ¢ (M). Pak téz M U {z} je
LN mnoZina.

DUKAZ: Sporem. Piepoklddejme, ze M U {z} je LZ. Pak existuji @1,...,x, € M a redlnd
¢isla aq, ..., ap, any1 € R (alespon jedno nenulové) t.z.

a1 + -+ Ty + Qpyp12 = 0.

Cislo ay 41 nemiize byt 0, protoze jinak by M byla LZ. Tudiz
(03] Qo

:cl [ R —

Qn41 Apt1

Tedy z € (M) (spor). O

z=— T, .

Definice 3 Necht L je lin. prostor a B C L. B se nazjvd bdze lin. prostoru L, pokud
1. B je LN,
2. (B)=1L,

Piiklad {1,z,22 23,...} je baze lin. prostoru R[z]. {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} je baze R3.

Obecné mnozina uspofadanych n-tic
{(1,0,...,0,0),(0,1,...,0,0),...,(0,0,...,1,0),(0,0,...,0,1)}
je baze R™, které se iika standardni.
Véta 4 Necht L je netrividlng lin. prostor. Pak
1. Pro kazZdou LN mmnozinu N C L existuje bdaze B lin. prostoru L t.2. N C B.

2. Pro kazZdou mnozinu M C L t.z. (M) = L, existuje baze B lin. prostoru L t.z. B C M.

Véta 5 (Steinitzova o vyméné) Nechf L je lin. prostor, M C L, a {v1,...,vi} C (M) je
LN mnozina. Pak 3 navzdjem rizné wq,...,wi € M t.2.

(M) = ({v1, ..., 06} UM\ {w, ..., w})).



DUKAZ: Indukei podle k. Pro k = 0 trividlni, protoze v mnoZiné M nic nenahrazujeme.
Predpoklddejme, Ze véta plati pro k > 0 a ukézeme, Ze plati i pro k+1. Necht {v1,...,vg, vpr1} C
(M). Pak z indukéniho predpokladu existuji wy,...,wy € M t.z.

(M) = ({v1,...,0} UM\ {wy,...,wg})).
Ozna¢me M \ {wy,...,w} = M'. Tedy
(M) = {vy,...,v5t UM") = ({v1,..., 05,0641} UM') .
Druhd rovnost plati, protoze vgi1 € (M). Protoze vii1 € ({v1,...,v5} UM’) mame

Vi1 = A1T] + a2 + -+ - + Qn®y + f1v1 + -+ - + ok,

pro néjaké x1,...,x, € M a a1,...,an,B1,..., 0 € R. Protoze {v1,...,v5,vii1} je LN,
musi byt alespoii jedno «; # 0. Bez tijmy na obecnosti necht a; # 0. Pak
1 Qs an, B B
T = —Vpp1— Ly — Ty — V]~ — U
1 aq aq o1
Tj.

x1 € ({v1,.. ., Ok, Vg1 } U (M \ {z1})) -
To ale podle Véty 2 znamena, ze
{or, v v U M\ {z1})) = ({v1, -, vk, 041} U M) = (M)
O
Znaceni: necht M je mnozina, pak |M| je pocet jejich prvku pokud je koneénd a jinak
|M| = 0.
Dusledek 1 Necht L je lin. prostor, M C L a N C (M) je LN mnoZina. Pak |N| < |M]|.

DUKAZ: Pokud |[M| = oo pak je to trividlni. Pokud |M| = n a |N| > n. Pak podle Steinitzovy
véty lze vzit libovolnou {wv1,...,v,+1} € N a nahradit jimi n 4 1 navzdjem ruznych prvku z
M. To ale nejde, protoze |M| = n. O

Véta 6 Necht L je lin. prostor a By, By jsou jeho bdze. Pak |By| = |Ba|.
DUKAZ: Protoze By C (Bg) mdme |B;| < |Bz|. Podobné By C (Bj) implikuje |Bz| < |By|.

Takze |Bl| = |BQ| O

Definice 4 Nechf L je lin. prostor a B je bdze. Pak dimenze L je pocet proki B, tj. dim L =
1B

Véta 7 Necht L je lin. prostor a M C L je jeho podprostor. Pak dim M < dim L.

DUKAZ: Necht By je bdze M a By je baze L. Protoze By je LN a By C (Bs), mame
dim M = |By| < |Bs| = dim L. 0



Véta 8 Necht L je lin. prostor, M C L, dim L =n a |M| = m. Pak plati:
1. Pokud M je LN, pak m < n.
2. Je-li m > n, pak M je LZ.
3. Je-lim =n. Pak M je LN p.t.k. (M) = L.

DUKAZ:

1. Necht B je béze L. Protoze M C (B), je m = |[M| < |B| = n podle Dusledku 1.
2. Je ekvivalentni s predchozim bodem.

3. (=) Necht M je LN. Pokud (M) # L pak M U {z} je LN pro ng&jaky z & (M). To je
ale spor s 1. tvrzenim, protoze |[M U{z}| =n+1>n. Tudiz (M) = L.
(<) Pokud (M) = L a M je LZ. Pak existuje baze B C M a |B| < |M| = n. To je ale
spor, protoze vsechny baze maji stejny pocet prvku.

Pozn.: M tedy musi byt baze L.

2 Souradnice v usporadané bazi

Definice 5 Necht (B) = (b1, bs, ..., b,) je usporddand bdze lin. prostoru L a x € L. Usporddanou
n-tici redlngch cisel (an, v, . .., a,) nazgvime souradnicemi vektoru x vzhledem k usporddané
bazi (B), pokud plati

x = ai1b; + asby + - - - + anb, .

Veéta 9 Necht (B) = (by,ba, ..., by,) je usporddand bdze lin. prostoru L. Pak pro kazdjx € L
soutadnice x vzhledem k bdzi (B) existuji a jsou uréeny jednoznacné.

DUKAZ: Existence: kazdy « € L lze vyjadiit jako lin. kombinaci bazovych prvkii.
Jednoznacénost sporem: necht existuji (a1,...,an), (B1,-.-,0n) € R™ a (a1,...,aq,) #

(B1,...,0n). Pak
w:a1b1+"'+anbn:ﬁlbl"i'"'_‘_ﬂnbn'

(an — B1)br + -+ + (an — Bn)bp = 0.

Protoze {b1,bs,...,b,} je LN, mdme «; — 3; = 0. To ale znamend, ze o; = 3; (spor). O

Piiklad (B) = (1,z,2%) je usp. baze lin. prostoru polynomi stupné nejvyse 2. Polynom
f(x) = 222 — 3z + 5 m4 v této bazi souiadnice (5, —3,2), t.j. f(x) =5 -1+ (=3) -z +2-2°

Podle Véty 9 je mozné kazdému vektoru piiradit pravé jednu uspofddanou n-tici redlnych
¢isel (jeho soufadnice). Muzeme tedy definovat zobrazeni, které vektoru @ priradi jeho souradnice
v bazi (B). Budeme ho znacit [—]p: L — R", tj. pokud mé vektor v usporddané bazi (B)
soufadnice (aq,...,ay), pak [@]p = (a1,...,ap).

Naopak, pokud (B) = (b, ba,...,b,) je usporddand béze, pak zobrazeni, které n-tici
(a1,...,0p) € R™ pritadi vektor ay - by + - - - + ay, - by, budeme znacit (—)p: R” — L.

Ve vyse uvedeném piikladu tedy mame [f]p = (5,—-3,2) a (5,3,-2)p = f.



