1 Linearni prostory

Definice 1 Linedrnim prostorem nazyvdme kazZdou neprazdnou mnozinu L, na které je defi-
novdno sc¢itdni + : L Xx L — L a ndsobent redlnym cislem - : R x L — L a tyto operace splniugji
pro kazdé x,y,z € L, o, B € R vlastnosti:

1. z+y=y+=x komutativita +

2. (x+y)t+z=x+(y+2) asociativita +

3. a-(f-x)=(af) x asociativita -

4. a-(x+y)=a-xz+a-y distributivita

5. (a+p)xz=a-xz+0 - distributivita

6. 1l-z==x neutralni prvek pro -

7. emistuje o € L, Ze pro kazZdé x € L je 0-x = o existence nulového prvku.

Prokim z mnoziny L tikame vektory. Prvek o se nazyvd nulovy vektor. Redlnému éislu ve
vyrazu o - x Tikame skaldr.

Piiklad “Stiedoskolské vektory v roviné” tj. mnozina Sipek vedoucich z poc¢atku do libo-
volného bodu roviny tvoii linedrni prostor, kdyz definujeme operaci s¢itani pres doplnéni na
rovnobéznik a ndsobeni skaldrem « jako odpovidajici prodlouzeni (zkréceni) sipky a v pfipadé
ze o < 0 jeSté navic otoceni Sipky o 180 stupnu.

Piiklad Necht Fx je mnozina vSech zobrazeni z mnoziny X do mnoZiny redlnych éisel R.
Pak Fx tvori linedrni prostor s operacemi + : Fx X Fx — Fx a nasobeni redlnym cislem
-: R x Fx — Fx. Z prvni pfednasky vime, ze vSechny vlastnosti 1-6 z definice linearniho
prostoru to spliiuje. Konstatni zobrazeni 0 : X — R funguje jako nulovy vektor, protoze
0-f=0.

Rozmysleme si, ze uspofadané n-tice realnych ¢isel muzeme chapat, jako zobrazeni z
mnoziny {1,2,...,n} do mnoziny realnych ¢isel. Napf. uspofddanou pétici (3,1,2,—1,7)
muzeme chépat jako zobrazeni f : {1,2,3,4,5} — R takové, ze f(1) =3, f(2) =1, f(3) =2,
F(4) = —1a f(5)=1T.

Piiklad Mnozina usporddanych n-tic redlnych ¢isel R® = R x - -- x R tvoi{ linedrni prostor,
pokud definujeme operace +, - takto:

(al,...,an)—i—(bl,...,bn):(al—i—bl,...,an—l—bn),

a-(ay,...,ap) = (aay,...,aa,).

Fakt, ze to je linearni prostor plyne ze skutec¢nosti, ze toto je vlastné jen specialni pripad
predchoziho lin. prostoru Fx, kde X = {1,2,...,n}. Nulovy vektor je v tomto piipadé
uspofadand n-tice (0,...,0).

Véta 1 V kaZdém linedrnim prostoru L plati:
l.x+o==x Vr e L
2. x-o0=o0 Vo € R
3. Jellia-x=0aa#0, pak x = o.

DUKAZ:



1. x+o;m+0-wg1-sc+0‘:ci(1+0)-:c:1-33&:1:.

2. a-o;a-(o-w)i(a-O)-sz-m;O.
1

«

1

3.93:1-:1::(104)‘9:% (a-x)=--0=o.

(67

Definice 2 Neprdzdnd podmnozZina M linedrniho prostoru L se nazyjvd linedrnim podprosto-
rem prostoru L, pokud pro vsechna x,y € M a o € R plati:

l.zx+yeM,
2. a-x e M.

Piiklad Mnozina Pg je lin. podprostor lin. prostoru Fg, protoze soucet dvou polynomu je
opét polynom a a-nasobek polynomu je také polynom.

Piiklad Mnozina redlnych polynomu stupné nejvyse n je lin. podprostor lin. prostoru Pg,
protoze st (f + g) < max{st f,stg} <nast(a-f) <stf <n.

Piiklad Mnozina realnych polynomu stupné pravé 3 neni lin. podprostor lin. prostoru Pg,
protoze napi. st (0- f) =st0 = —1 # 3.

Pi#iklad Mnozina M = {(z,y,2) € R3 | 2z + y — z = 0} je lin. podprostor lin. prostoru R3.
Necht (z1,91,21), (T2,92,22) € M a a € R. Ukdzeme, ze (v1 + x2,y1 + y2,21 + 22) € M a
(azxy,ay1,az1) € M.

2z +x2) + (1 +42) — (21 +22) = Qw1+ 1 —21) + (202 +y2 —22) =0+ 0=0.
2(ax1) + (ay1) — (az1) = a2x1+y1 — 21) =a0=0.

P#iklad Mnozina M = {(z,y, 2) € R® | 20 +y — z = 3} nen{ lin. podprostor lin. prostoru R3.
Napt. 0 (z,y,2) = (0,0,0), ale (0,0,0) ¢ M, protoze 2-0+0—0=0 # 3.

Véta 2 Necht M, N C L jsou lin. podprostory lin. prostoru L. Pak
1. M NN je linedrnt podprostor L,
2. M UN nemusi byt linedrni podprostor L.

DUKAZ:

1. Necht ¢,y € MNN a « € R. Z vlastnosti pruniku méame x,y € M a x,y € N. Protoze
M, N jsou lin. podprostory, x+y € M ax+y € N. To ale znamend, ze t+y € MNN.
Podobné a-x e M aa-x e N. Tudiza-x € MNN.

2. Necht M = {(a,0) € R? |a € R} a N = {(0,b) € R? | b € R}. Pak M i N jsou zfejmé
podprostory R2. Nicméné M U N neni podprostor R?, protoze napi. (1,0) + (0,1) =
(1,1) ¢ MUN.
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2 Linearni zavislost a nezavislost

Definice 3 Nechf L je linedrni prostor a 1, ..., %, € L. Linedrni kombinaci vektori 1, ..., T,
rozumime vektor:
1Ty + -+ T,

kde aq,...,an, € R. Cisla ay, ..., a, se nazgvaji koeficienty linedrni kombinace.
Pokud oy = -+ = an, = 0 nazyvdme linedrni kombinaci trividlni. V opacéném pripadé
netrividlng.

Pozorovani 1 Trividlni linedrni kombinace je vZdy rovna nulovému vektoru.

Definice 4 Konecénou posloupnost (skupinu) vektori a1, ..., x, nazjvime linedrné zdvislou
(LZ), pokud existuje netrividlni linedrni kombinace vektori xi,...,x,, kterd je rovna nu-
lovému vektoru. V opacném pripadé ji nazgvdme linearné nezdvislou (LN).

Koneéna posloupnost vektora 1, . . ., &, je tedy LZ, pokud existuji aq, ..., a, € R alespon
jedno «; # 0 a plati:
oy + -+ ape, =o0. (1)
Naopak 1, ...,x, je LN, pokud jedind moznost jak splnit rovnici (1) je ag = -+, = 0.

Pi#iklad Vektory (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) z lin. prostoru R? jsou LN, protoze
a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + as(0,0,1) = o

(21,0,0) + (0, 2,0) + (0,0, ae3) = (0,0,0)
(051,052,053) - (05070)

Pi#iklad Vektory (1,2,3), (1,0,2), (—1,4,0) z lin. prostoru R? jsou LZ, protoze
al(lv 27 3) + 042(1, 07 2) + a3(_1a 47 O) = (07 07 0)

(a1 + a9 — as, 201 + 4as, 3aq + 2a2) = (0,0,0)

a1 + g — ag = 0
2001 4+ 4a3 = 0
31 + 2a9 =0
Soustava ma nekonecné mnoho feSeni. Vyjadieno s parametrem p € R mame as = p, as = 3p
a ap = —2p. Existuje tedy i jiné feSeni nez jen samé nuly napf. pro p = 1 mame az = 1,
az =3 aa; =—2tj.

-2(1,2,3) +3(1,0,2) + 1(—1,4,0) = (0,0,0) .
Véta 3 Nechf xq,...,x, je konecnd posloupnost vektori lin. prostoru L. Pak
1. Linedrni zdvislost ¢i nezdvislost se nezmeéni pri zméné poradi vektori x1, ..., xTy,.
2. Jestlize x; = o pro néjaké i € {1,...,n}, pak je x1,...,x, LZ

3. Jestlize x; = x; pro i # j, pak je x1,...,x, LZ.



4. Jestlize je x1,...,xy LZ a xpny1 € L, pak je 1, ..., Tn, Tpy1 LZ.
5. Jestlize je 1, ...,y LN, pak je x1,...,2n_1 LN.
6. Konecnd posloupnost x1 je LN p.t.k. &1 # o.
DUKAZ:
1. Plyne z komutativity s¢itani vektori.
2. Vzhledem k predchozi vlastnosti muzeme predpokladat bez Gjmy na obecnosti, ze x1 =
o. Pak
l-o+0-z2+---+xp=0
3. Opét muzeme predpokladat, ze ®1 = xo. Pak
Loz +(~-1)-z2+0-23+---+0- 2z, =(1-1)- 1 =0
4. Pokud aj, ..., a, jsou koeficienty netrividlni lin. kombinace vektoru x1, ..., x,, pak
o1+ +ape, +0- 1 =0+0=o0
5. Sporem: pfedpokladejme, ze x1,...,x,—1 je LZ. Pak podle pfedchoziho tvrzeni musi
byt i xy,...,x, LZ, coz je spor s predpokladem tvrzeni.
6. Obé implikace dokdzeme nepiimo. (=) Pokud x; = o pak x; je LZ podle 2. tvrzeni.

(<) Pokud x; je LZ, pak a - 1 = o pro néjaké a # 0. Takze podle Véty 1 mame
1 = 0.

0

Veéta 4 Necht n > 2. Koneénd posloupnost vektori @1, ..., x, je LZ p.t.k. 3r € {1,...,n}
t.Z. @, je roven linedrni kombinaci ostatnich vektoru.

DUKAZ: (=) Pokud x1,...,x, je LZ, pak existuji aq,...,a, € R alespon jedno a; # 0 t.z.

a1y + -+ o+ apey, = 0.

Xy + -+ ey + (o)X, + -+ ey, = —apx, .
n
E QA = —QpLy .
i=1,i#r
n
o
g Ty = Ty
i=1,iAr

(<) Piedpokladdme tedy, ze

n
Ly = Z Bix; .

i=1,i%r
n
Z Bixi+ (—x, =o0.
i=1,i%r
Coz je netrivialni linearni kominace, protoze koeficient u x, je —1. (|



