1 Matematika jako cast logiky

Matematika, kterou jste se ucili na stfedni Skole, byla spise matematikou praktickou. To znamen4,
7e obsahovala hlavné ndvody jak pocitat s ¢isly, jak upravovat ruzné vyrazy (napfi. algebraické nebo
vyrazy s goniometrickymi funkcemi) nebo jak vyfesit néjakou konkrétn{ soustavu linedrnich rovnic.
Nicméné soucasnd matematika neni véda, kterd by se snazila feSit ruzné typy konkrétnich tloh.
Névody na feSeni téchto 1loh jsou obvykle jen dusledkem néjaké matematické teorie. Matematickou
teorii dostaneme tak, ze nase objekty zdjmu, které chceme studovat (napf. piimky a body v roving),
popiSeme mnozinou tzv. axiomu (tj. tvrzen{ o kterych vime, Ze je nase studované objekty splnuji,
napf. kazda dvojice ruznych bodu uréuje préavé jednu pifmku). Hlavnim tikolem matematika potom
je hledat jind tvrzeni, kterd z téchto axiomu plynou (tzn. jsou pravdivd v dané teorii, protoze o
axiomech vime, ze plati). Matematiku muzeme tedy obecné popsat, jako védu, kterd se snazi
nachézet pravdiva tvrzeni v jednotlivych matematickych teoriich. Je to tedy ¢ast logiky, protoze
logika je védou, kterd popisuje pravidla sprdvného usuzovéani (tzn. jak z néjakych pravdivych
tvrzen{ vyvozovat jind pravdivd tvrzenf).

1.1 Logika

Nasim udkolem v tomto kurzu bude objevovat pravdiva tvrzeni v jedné konkrétni matematické
teorii (v teorii linedrnich prostori). Co to tedy tvrzeni je? Tvrzen{ je véta, kterd je bud pravdiva
nebo nepravdiva. Ptiklady mohou byt:

1. “Cislo 10 je délitelné ¢islem 3.”
2. “Existuje nekone¢né mnoho prvocisel.”
3. “Kazdy dhel muze byt roztfetén pomoci pravitka a kruzitka.”

Prvni tvrzeni je evidentné nepravdivé. Druhé je pravdivé, jak ukéazal slavny matematik Euclides.
Posledni je priklad nepravdivého vyroku, jehoz nepravdivost dokazal Galois.

Samoziejmé v bézném jazyce mame spoustu vét, kterym nelze prifadit zddnou pravdivostni
hodnotu (tj. nejsou to tvrzen{ v nasem smyslu) napt:

1. Citoslovce: “Mlask.”
2. Téazaci véty: “Chces mé koté?”

3. Piikazy: “Chlastej!”

Slozitéjsl tvrzeni se obvykle sklddaji z jednodussich tvrzenich pomoci logickych spojek (napt.
¢islo 5 je liché nebo sudé). Pravdivost takového tvrzeni potom zélezi na pravdivosti onéch jed-
nodussich tvrzenich a na logickych spojkach, které byly v daném piipadé pouzity. Ukazme si tedy
jednotlivé logické spojky, se kterymi se budeme v matematice stale potkavat.

Negace

Méme-li ngjaké tvrzeni T', muzeme z ného s pomoci negace vyrobit opa¢né tvrzeni (symbolicky
ho zna¢ime —T), které plati, kdyz neplati T' a neplati, kdyz T plati. Napf. pokud T je tvrzeni “5
je prvocislo”, pak =T je tvrzeni “5 nenf prvocislo”. Schematicky muzeme tuto skutec¢nost zapsat
pomoci nasledujici tabulky, kde 0 pfedstavuje fakt, ze dané tvrzeni neni pravdivé a 1, ze pravdivé
jer
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Konjunkce

Meéjme dvé tvrzeni A, B. Konjunkce téchto tvrzeni (symbolicky ji zna¢ime A A B) je tvrzeni, které
plati pouze v piipadé, kdy plati obé tvrzeni A a B. Ve vSech ostatnich piipadech je nepravdivé.
Tvrzeni A A B obvykle ¢teme jako “A a B” nebo “A a také B” nebo “A a ziroven B”. Napf.
tvrzeni “7 je prvocislo a také 3 je prvocislo” je pravdivé a tvrzeni “7 je prvocislo a 4 je prvocislo”
je nepravdivé, protoze 4 neni prvocislo. Zpusob jakym konjunkce pracuje muzeme opét znazornit
tabulkou:

Disjunkce

Mgjme dvé tvrzeni A, B. Disjunkce téchto tvrzeni (symbolicky ji zna¢ime AV B) je tvrzeni, které
neplati pouze v piipadé, kdy neplati obé tvrzeni A a B. Ve vSech ostatnich pfipadech je pravdivé.
Tvrzeni AV B obvykle ¢teme jako “A nebo B”. Napf. tvrzeni “7 je prvocislo nebo 4 je prvocislo”
je pravdivé a tvrzeni “6 je prvocislo nebo 4 je prvocislo” je nepravdivé, protoze ani 6 ani 4 neni
prvocislo. Zpusob jakym disjunkce pracuje muzeme opét zndzornit tabulkou:

[A[B[AVE]
010 0
011 1
110 1
111 1

Vsimeéte si, ze matematika spojku “nebo” pouziva ve slucovaci vyznamu, tj. pravdivost jedné ¢ésti
disjukce sta¢i na pravdivost celé disjunkce (ale mohou platit klidné obé dvé). Kdezto v bézném
jazyce pouzivame nékdy spojku “nebo” i ve vyluéovacim vyznamu. Napft. vétou “K obédu si dam
gulas nebo svickovou.” obvykle minime, ze si ddme jen jedno z téchto dvou jidel a ne obé zaroven.

Implikace

Mgjme opét dvé tvrzeni A, B. Implikace téchto tvrzeni (symbolicky ji znac¢ime A = B) je tvrzeni,
které neplati pouze v piipadé, kdy plati tvrzeni A a neplati B. Ve vSech ostatnich pfipadech je
pravdivé. Zpusob jakym implikace pracuje muzeme opét znézornit tabulkou:

(A[B[A=B)]
0|0 1

011 1
110 0
171 1

Tvrzeni A = B obvykle ¢teme jako “Kdyz A, pak B” nebo “Jestlize A, potom B” nebo “Z A
plyne B” nebo “Necht A. Pak B”. Napi. tvrzeni “KdyZ je ¢islo x sudé, pak je délitelné 2”7 je
pravdivé a tvrzeni “Kdyz je ¢islo z liché, pak je délitelné 2”7 je nepravdivé.

pravdiva tvrzeni. Duvod proc¢ je implikace definovéna, tak jak je, pokusime osvétlit na nasledujicim
piikladé. Necht A je tvrzeni “Student Bofislav Nemrava mi d4 milién korun éeskych” a B je tvrzeni
“Dam panu Borislavu Nemravovi na konci semetru jednicku z algebry”. Pokud tvrdim, ze tvrzeni
A = B (tj. “Kdyz mi student Bofislav Nemrava d4 milién korun éeskych, pak ddm panu Borislavu
Nemravovi na konci semetru jednicku z algebry”) je pravdivé, v kterych ptipadech 1zu? Ziejmeé
jen v ptipadé, kdy dostanu penize a jednicku na konci semestru neddm. V pfipadech, kdy zadné



penize nedostanu, muzu dat zndmku, jakou chci, protoze nejsem vazan onim tuplatkem a tudiz
neporusuji platnost svého tvrzeni A = B.

Duvod pro¢ implikace A = B, kde tvrzeni A je nepravdivé, je pravdivd, lze vysvétlit i na
nasem predchozim piikladu “Kdyz je ¢islo x sudé, pak je délitelné 2”. Chceme totiz aby takovéto
tvrzeni platilo pro vSechna celd ¢isla, tzn. musi platit jak pro x = 2, tak i pro = = 3.

Ekvivalence

Méjme opét dvé tvrzeni A, B. Ekvivalence téchto tvrzeni (symbolicky ji znacime A < B) je
tvrzeni, které plati pouze v pifpadech, kdy bud plati obé tvrzeni A, B zdroveii nebo zarovei
neplati. Ve v8ech ostatnich ptipadech je nepravdivé. Zpusob jakym ekvivalence pracuje muzeme
opét znazornit tabulkou:

Tvrzeni A < B obvykle ¢teme jako “A pravé tehdy, kdyz B”. Piikladem ekvivalence je napf.

tvrzeni: “Cislo z je délitelné prvocislem p prave tehdy, kdyz z2 je délitelné p2”.

Kvantifikatory

Priklady tvrzeni s implikaci a ekvivalenci obsahovaly libovolné, ale pevné ¢islo . Oznac¢me jako
A(z) tvrzeni “Kdyz je ¢islo x sudé, pak je délitelné 2”. Symbol “a” v zdvorkdch za A naznacuje,
ze pravdivost tohoto tvrzeni bude zaviset na cisle, které za x dosadime. Kdyby jsme nyni chtéli
néjakym zpusobem zapsat skutecnost, ze A(z) je pravdivé pro vSechny celd ¢isla 2, museli bychom
s nasim soucasnym aparatem psat, tvrzeni A(0) AA(1)AA(2)A... je pravdivé, tj. tvrzeni plati pro
z =0,z =1, x =2, atd. To samoziejmé neni moc praktické, proto logika obsahuje dalsi prvky,
kterym se fikd kvantifikdtory. Kvantifikitory mame dva: prvn{ “pro vsechny” (znaci se symbolicky
V) a druhy “existuje” (znaci se symbolicky 3). Jestlize tedy mdme tvrzeni A(x), které je zdvislé
na x, muzeme z ného vyrobit dvé tvrzeni:

1. “Pro v8echna z je A(x) pravdivé”. Symbolicky zapisujeme jako (Vz)A(x). Tvrzeni (Va)A(z)
je pravdivé kdyz A(x) pravdivé pro libovolné = a nepravdivé kdyz existuje takové z, ze A(x)
pro néj neni pravdivé. Napt. “Pro vSechna celd ¢isla x plati: kdyz z je sudé, pak je délitelné
2”7 je pravdivé tvrzeni a “Pro vSechna celd ¢isla x plati: kdyz x je liché, pak je délitelné 3”
je nepravdivé, protoze 5 je liché a neni délitelné 3.

2. “Existuje = takové, ze A(zx) je pravdivé”. Symbolicky zapisujeme jako (Jz)A(z). Tvrzeni
(3x)A(x) je pravdivé, kdyz existuje alespon jedno x takové, ze tvrzeni A(x) pro néj plati a
nepravdivé, kdyz takové x neexistuje. Napr. “Existuje celé ¢islo vétsi nez 100” je pravdivé
tvrzeni, protoze napt. 101 je celé ¢islo vétsi nez 100. Naopak tvrzeni “Existuje realné ¢islo
jehoz druhd mocnina je zapornad” je nepravdivé.

Pokud v symbolickém zapisu kvantifikdtoru chceme presné stanovit odkud x pochazi, udélame to
nésledovné. Ozna¢me mnozinu redlnych ¢isel R a mnozinu komplexnich ¢isel C. Posledni priklad
mizeme potom zapisovat takto: (3z € R)(2? < 0). Toto tvrzeni neni pravdivé. Naopak (Jz €
C)(2? < 0) je prikladem pravdivého tvrzeni, protoze i = —1. Obdobny zépis se pouziva i s
kvantifikdtorem V napt.: (Vo € R)A(z).

1.2 Definice, véta, dikaz

Nyni méme vymezen zakladn{ jazyk (t]. logické spojky a kvantifikdtory), ktery matematika pouziva.
Zaroven jsme i stanovili, co jednotlivé prvky tohoto jazyka znamenaji (tj. vime, jak urcit pravdivost



slozenych tvrzeni, kdyz zndme pravdivost jeho podédst{). Jak uz bylo v iivodu feceno, matematika
se zabyvé hleddnim pravdivych tvrzeni, které plynou axiomu (tj. tvrzeni, kterd jsme prohlésili za
pravdivd, protoze vime, Ze naSe studované objekty je urcité spliuji). Bohuzel zaddny obecny po-
stup, jak tyto pravdiva tvrzeni hledat neexistuje, takze vzdy zédlezi na schopnostech konkretniho
matematika, jakd tvrzeni z axiomu odvodi. Nicméné, kdyz uz najde néjaké zajimavé tvrzeni, které
mu piijde pravdivé v dané teorii, musi dokdzat, ze to tak vskutku je. Pak teprve muze prohlésit,
ze jeho nalezené tvrzeni je pravdivé.

Metod, jak néjaké tvrzeni dokdzat mame nékolik. Protoze vétsina matematickych tvrzeni je
ve tvaru implikace nebo ekvivalence, zaméiime se na dukazy tvrzeni typu A = B a A & B. Ve
skutecnosti se sta¢i zamérit jenom na tvrzeni typu A = B, protoze dikaz tvrzeni A & B lze
prevést na dukaz dvou implikaci. Muzeme se totiz snadno pomoci tabulky piesvédéit, ze tvrzeni
A < B je ekvivalentn{ s tvrzenim (A = B)A (B = A), tj. kdyz plati jedno, plat{ i druhé a naopak.

|A[B|A&B|A=>B|B=A|(A=B)A(B=4)]
00 1 1 1 1

0|1 0 1 0 0
110 0 0 1 0
111 1 1 1 1

Oba sloupce A & B a (A = B) A (B = A) jsou stejné, coz znamend, ze obé tvrzeni jsou
ekvivalentni. Pokud tedy chceme dokézat tvrzeni ve tvaru A < B, sta¢i kdyz dokéazeme, ze plati
A= BiB = A, protoze potom musi byt pravdiva i jejich konjunkce.

Nez pristoupime k diskuzi jednotlivych typu diukazu, je potieba uvést, ze neni v sildch tohoto
psaného materidlu, vysvétlit iplné tuto problematiku. Koneckoncu matematici zac¢atecnici se uci
dokazovat tak, ze se snazi pochopit dukazy svych vyspélejsich kolegu a pak jejich postupy pouzivat
ve své vlastni praci.

Predpokldadejme, ze chceme dokédzat tvrzeni A = B. Tvrzeni A se obvykle nazyva predpoklad
a tvrzeni B zavér.

Primy dukaz
Prvni metoda dtkazu je tzv. pfimy dukaz. Protoze jediny ptipad, kdy by implikace A = B
nebyla pravdiva, je piipad, kdy A je pravdivé a B nikoli, staci kdyz ukézeme, ze tento piipad
nenastava. Tzn. budeme predpokladat, ze tvrzeni A je pravdivé a pokusime se ukdzat, ze i B
musi uz byt pravdivé. K tomu aby jsme ukézali, Ze B uz musi byt pravdivé muzeme vyuzit nejen
nas predpoklad, ze A plati, ale i pravdivost axiomu a jinych uz dokazanych tvrzeni v dané teorii.
Samotny dikaz potom probihd tak, Ze vicendsobnou aplikaci korektnich dedukénich pravidel!
na A, axiomy a jiz dokdzand tvrzeni, odvodime nova tvrzeni. Pokud mezi je i tvrzeni B mdme
vyhréano.

Pokusime se piimy dukaz ilustrovat na velmi jednoduchém piikladé. Pfedpokladejme, ze ob-
jekty naseho zajmu jsou celd ¢isla. Konkrétné nas bude zajimat jaké vlastnosti ma s¢itani celych
¢isel. Déle piedpokladejme, ze nésledujici tvrzeni jsou bud nase axiomy nebo jiz dokdzand tvrzeni:

1. Reflexivita rovnosti: a = a
2. Symetrie rovnosti: Kdyz a = b, pak b = a. Symbolicky: a =b = b=a.
3. Transitivita rovnosti: Kdyz a = b a b = ¢, pak a = ¢. Symbolicky: (a=b Ab=c¢) = a=c.
4. Jednoznaé¢nost sc¢itdni: Kdyz a = a’ a b =1, pak a + b = a’ +V'. Symbolicky:
(a=d Ab=0V) = at+b=d +V.

1Co jsou korektni dedukéni pravidla ndm #ikd logika. Uvedeme si jen nékteré pifklady. Nap#. pokud vime, ze
tvrzeni C' a C = D jsou pravdivd, muzeme usoudit, Ze i tvrzeni D je pravdivé, protoze kdyby nebylo, muselo by
byt C nebo C' = D nepravdivé. Tomuto dedukénimu pravidlu se fikd modus ponens. Jinym piikladem je napft.
dedukén{ pravidlo: z pravdivosti C = D a D = E odvod C = E (transitivita implikace). Jako posledn{ uvedeme
dedukéni pravidlo generalizace. Pokud ukdzeme, Ze néjaké tvrzeni A(z) je pravdivé pro libovolné pevné z, muzeme
odvodit pravdivost tvrzeni (Va)A(z).



5. Neutrdlni prvek: 0 +a =a

U v8ech vyse uvedenych tvrzeni predstavuji a, b, ¢ libovolna pevna celd ¢isla. Pomoci téchto tvrzeni
dokazeme nasledujici tvrzent:

Tvrzeni 1 Kdyza =0, paka+b=> (Symbolickya=0 = a+b=0).
DUKAZ: Rozdélime ditkaz na jednotlivé kroky a u kazdého z nich uvedeme z kterych tvrzen{ plyne.
a) Podle tvrzeni 1 vime, ze b = b je pravdivé.
b) Protoze dokazujeme implikaci, predpokldddme, ze a = 0 je také pravdivé.
¢) Z kroku a) a b) muzeme odvodit, ze je pravdivé i konjunkece a = 0 A b = b, protoze konjunkce
je pravdiva, kdyz jsou pravdivé obé jeji ¢asti.
Podle tvrzeni 4 vime, ze (a =0 A b=b) = a+b=0+b je pravdivé.
Aplikaci modus ponens na ¢) a d) odvodime pravdivost tvrzeni a +b =0+ .

Podle tvrzeni 5 vime, ze 0 + b = b je pravdivé.

Z kroku e) a f) muzeme odvodit stejné jako jsme to udélali v kroku c), ze je pravdivd i
konjunkce a +b=04+b A 0+0b=0.

h) Podle tvrzeni 3 vime, ze (a+b=0+b A 0+b=0>b) = a+b=> je pravdivé.

i) Aplikaci modus ponens na g) a h) odvodime pravdivost tvrzeni a + b = b. A tim je dukaz
hotov.

O
Je celkem ziejmé, ze takto detailné dukazy psat nejde, protoze by nam brzo dosel papir nebo
pamét pocitace. Proto se dukazy vétsinou zkracuji s tim, Ze zkuSeny ¢tendfr (pokud bude chtit)
jednotlivé detaily zrekonstruuje sém. Tudiz pFedchozi diikaz by se zapisoval asi néjak takto: protoze
predpokladdme, ze a = 0, dostaneme a+b = 0+b = b. Automaticky se tedy naptiklad predpoklada,
Ze ¢tendr znd vsechny vlastnosti rovnosti (reflexivita, symetrie, transitivita).

Nepirimy dukaz

Nepiimy dukaz tvrzeni A = B probihd stejné jako piimy dikaz, jen s tim rozdilem, Ze se snazim
misto tvrzeni A = B dokézat tvrzeni =B = —A. Obé tvrzeni jsou totiz ekvivalentni, jak se snadno
presvédéime pomoci tabulky:

(A[B|-A|-B|[A>B]| B> 4]
010 1 1 1 1
011 1 0 1 1
110 0 1 0 0
111 0 0 1 1

Postup opét ilustrujeme na piikladé. Necht objekty naSeho zdjmu jsou opét celd éisla. Tentokrat
jiz nebudeme uvadét podrobny dukaz, ale jen jeho strucnou verzi.

Tvrzeni 2 Nechf a a b jsou celd ¢isla. Kdyz a # 0, pak existuje nejuyse jedno celé ¢islo x takové,
Ze ax = b. Symbolicky:

—(a=0) = ((Fz1,22)(ax1 =b A azy=0) = =z =2x2).



DUKAz: Viiméte si, Ze véta také pripousti neexistenci x takového, Ze ax = b. To znamend, ze bud
existuje jedno nebo zadné, ale nikdy ne vice. Napf. pro a = 2 a b = 3 neexistuje celé ¢islo z tak,
ze ax = b. V8iméte si také druhé ¢asti symbolického zapisu, jak je vyjadien fakt, ze vice nez jedno
x nemuze existovat. Implikace v této druhé ¢dsti vlastné k&, ze kdyby existovali dvé celd ¢isla
1, Ts, pak uz musi byt stejna.

Diukaz budeme provadét nepiimo, to znamend, ze budeme predpoklddat ze neplati zaveér tvrzeni
(Fz1,22)(ax1 =b A axa =b) = x1 = x5 a ukdzeme, ze predpoklad —(a = 0) neplati také.

Co tedy znamena, ze neplati zavér (Jz1,x2)(ax1 = b A axes =b) = x1 = xo. Vidime, Ze zévér
m4 tvar implikace a ta neplati jen tehdy, kdyz plat{ jeji pfedpoklad tj. (Jz1, z2)(ax1 = b A axe = b)
a neplati jeji zaver 1 = x9. Z platnosti (z1,z2)(ax1 = b A axe = b) tedy vime, Ze existuji dvé

cela ¢isla x1 a xo takova, ze axry = b a axes = b. Z neplatnosti 1 = x5 plyne, Zze ©1 # xs.
Nyni pouzijeme bézné vlastnosti celych ¢isel a rovnosti. Protoze ax; = b = axy, dostaneme
0 = ax1 — axs = a(x1 — z2). Z nerovnosti x1 # x5 plyne x1 — xo # 0. Jelikoz ale a(xy — 22) = 0,
musi nutné platit a = 0 a =(a = 0) tedy neplati, coz jsme méli dokézat. O

Dukaz indukci

Dtkaz indukci je metoda, kterd nam umoznuje dokazat, ze néjaké tvrzeni plati pro vSechna
prirozend ¢isla vétsi nez néjaké prirozené ¢islo ng (typicky no = 0 nebo ng = 1). Téch je sa-
moziejmé nekoneéné mnoho a proto nenf mozné tvrzeni dokazovat pro kazdé piirozené &islo zv1ast.
Predpoklddejme, ze chceme dokdzat tvrzeni A(zx) pro vSechna pfirozend ¢isla x > ng. Dukaz in-
dukci probihéd ve dvou krocich:

1. Nejprve dokdzeme, ze tvrzeni A(ng) je pravdivé.

2. Nésledné pro libovolné pevné piirozené ¢islo n > ng predpokldaddme, ze tvrzeni A(x) plati
pro vSechna x takova, ze ng < x < n. Z tohoto pfedpokladu musime ukéazat, ze i tvrzeni
A(n + 1) je pravdivé?®.

Aplikaci dukazu indukci si ukazeme na piikladeé.

Tvrzeni 3 Necht n je prirozené &islo vétsi nebo rovno 1. Pak

nn+1) .

142434 +n=——

DUKAz: Ditkaz budeme provadét indukei pro ng = 1. V prvnim kroku musime ovéfit, Ze tvrzeni
plati pro n = 1. To je ale zfejmé, protoze 1 = w V druhém kroku si vezmeme libovolné
pevné n > 1 a z predpokladu platnosti tvrzeni pro vSechna pfirozend ¢isla x spliujici 1 <z < n
dokazeme, ze tvrzeni plati i pro n+1 . Nam konkrétné v tomto piripadé bude stacit jen predpoklad,
ze tvrzeni plati pro z = n. Nyni ukdzeme, ze tvrzeni je platné i pro n + 1:

nn+1)+2(n+1) (n+1)n+2)

1) = = )
+(n+1) 5 5

n(n+1)

14243+ +n+(n+1)= 5

V prvni rovnosti jsme pouzili fakt, ze tvrzeni je platné pro n. Pak jsme jiz jen upravili vysledny
vyraz tak, aby bylo patrné, ze prava strana rovnosti ma tvar pravé strany tvrzeni pron+ 1. 0O

Tvrzeni 4 KaZdé prirozené éislo n > 2 je bud prvocislo nebo lze vyjddrit jako soucin prvoéisel.

2Velmi ¢asto se jako druhy krok indukce uvadi toto: pro libovolné pevné n > ng dokazte z predpokladu platnosti
A(n) tvrzeni A(n + 1), tj. musime dokazat platnost implikace A(n) = A(n + 1). Obé formulace jsou ekvivalentni.



DUKAz: Ditkaz budeme opét provadét indukei, tentokrat ale pro ng > 2. Prvni krok je jednoduchy.
Musime ovéfit, ze tvrzeni plati pro n = 2. To je ale ziejmé, protoze 2 je prvocislo. Predpokladejme
tedy nyni, ze tvrzeni plati pro vSechna prirozena ¢isla x spliujici 2 < x < n. Ukazeme, ze tvrzeni
plati i pro n+ 1. Pokud n+1 je prvocislo, pak tvrzeni plati. Takze zbyva akorat ukazat, ze tvrzeni
plati i pro ptipad, kdy n + 1 neni prvocislo. Jestlize ale n + 1 neni prvocislo, je mozno ho vyjadrit,
jako soucin dvou mensich pfirozenych ¢isel p,q, tj. n+1 = pg a 2 < p,q < n+ 1. Z naseho
predpokladu tedy plyne, ze tvrzeni plati pro p i ¢. Tudiz p i q lze vyjadiit jako soucin prvocisel.
Protoze n 4+ 1 = pq, vidime, ze i n + 1 lze vyjadrit jako soucin prvocisel. O

K poslednimu tvrzeni dodejme, Ze jsme dokdazali ¢ast dulezitého tvrzeni z aritmetiky, které se
nazyva Zakladni véta aritmetiky.

Tvrzeni 5 (Zakladni véta aritmetiky) KaZdé prirozené éislo n > 2 je bud prvocislo nebo lze
vyjddrit jednoznacné jako soucin prvocisel.

Ditkaz tohoto tvrzeni uvadét nebudeme. VSiméte si, ze my jsme v predchozim diukazu ukézali, ze
rozklad na prvocisla je mozno udélat, ale neukédzali jsme, Ze to jde udélat jen jednim zpusobem.
To, ze to jde pravé jednim zpusobem, je obsahem Zakladni véty aritmetiky. Tento fakt je v této
vété vyjadren slovem “jednoznacné”.

Dikaz sporem

Dalsim typickym dukazovym postupem je dukaz sporem. U dikazu sporem vzdy predpoklddame,
Ze ndmi dokazované tvzeni neplati a odvodime z tohoto predpokladu spor (tj. néjaké nepravdivé
tvrzen{). Cheme-li tedy dokézat implikaci A = B, pifedpokldddme, ze A = B neplati, coz znamen4,
ze plati predpoklad A a neplat{ zdvér B (tj. pfedpokldddme, ze plati A A =B). Pokud se ndm
podaii z tohoto pfedpokladu vyvodit spor je dikaz hotov. Timto postupem tedy chceme ukézat,
ze nemuze nastat piipad, kdy by platil pfedpoklad implikace a neplatil zavér.

Tvrzeni 6 Cislo v/2 neni raciondini.

DUKAZ: Toto tvrzeni na prvni pohled nevypadé jako implikace. Nicméné kdyz si ho vyjadifme
symbolicky néjakou tu implikaci objevime. Tvrzeni, Ze éfslo v/2 nenf racionélni, vlastné ik4, ze af
uz si vezmeme jakékoli raciondlni ¢islo x, tak urc¢ité bude platit = # /2. Dokazované tvrzeni tedy
muzeme zapsat takto:

(Vz)(z € Q = = #V?2).

Tento vyraz fika, ze pro vSechna ¢isla x, kdyz x patii do mnoziny raciondlnich ¢isel Q, tak uz
musi platit z # /2. Pokud tedy chceme toto tvrzeni dokézat sporem, budeme predpokladat, ze
neplati. To ale znamend, ze mus{ existovat racionéln{ ¢islo x takové, ze © = v/2.

Reknéme si nejprve, co znamens, ze néjaké éislo z je raciondlni. Asi ze stfedni skoly vite, ze
je mozno ho vyjadrit jako podil dvou celych ¢isel p, q, tj. x = %. Takze musi tedy platit % =2
Upravou predchozi rovnosti dostaneme:

p® =2¢>. (1)

Cislo p lze podle Tvrzeni 5 mizeme vyjadfit jako soucin prvocisel. Vezmeme viechny dvojky, co
se v tomto sou¢inu nachézeji a vyjadifme p jako p = 2¥p’, kde k je pocet onéch dvojek a p’ uz neni
delitelné dvémi. Podobné to udéldme s g, které vyjadiime jako ¢ = 2"¢’, kde n je pocet dvojek v
q. Ted dosadime za p, ¢ do rovnice (1) a dostaneme:

(2kp/)2 _ 2(2nq/)2 )
Podle Zakladni véty aritmetiky (Tvrzeni 5) musi byt pocet dvojek na obou strandch predchozi
rovnosti stejny, protoze ani p’ ani ¢’ nen{ délitelné dvémi. Na levé strané mame 2k dvojek a na

pravé strané mame 2n + 1 dvojek. Musi tedy platit 2k = 2n + 1, ale to neni zfejmé mozno, protoze
sudé ¢islo 2k se nemuze rovnat lichému 2n + 1. A to je onen kyZeny spor. O



Matematicky text

Nyni se zaméfime na to jak vypada matematicky text. Za¢neme terminologii. Matematicka tvrzeni
obvykle pojmenovavdme riiznymi jmény podle jejich vyznamu, sloZitosti dikazu, atd. Uvedme si
nékolik jmen, se kterymi se muzete v literatute setkat. Hlavni tvrzeni se nazyvaji Véty. Pomocna
tvrzeni, jejichz dikazy jsou obvykle technické, nazyvame Lemmata. Pokud néjaké tvrzeni bez-
prostiedné plyne z néjaké véty, je oznacovano jako Diusledek. Tvrzeni, jejichz dukazy jsou velmi
jednoduché, se nazyvaji Pozorovdni. U pozorovani se vétsinou ani dukaz neuvadi.

Jak uz jsme zminili na zacatku, ukolem matematiky je objevovat platna tvrzeni v dané ma-
tematické teorii. To znamend, Zze matematicky text se prevazné skladd, z téchto tvrzeni (tj. veét,
lemmat, dusledku, pozorovéni) a jejich dikazi. Nicméné v matematické textu se objevuje jesté
jeden dulezity prvek a to je Definice. V kazdé teorii mame néjaké zdkladni pojmy (napf. bod v
geometrii nebo ¢islo v aritmetice), jejichz struktura nds uz nezajimd, tzn. nezajima néds napiiklad,
co to je cislo, ale jaké vzajemné vztahy mezi sebou ¢isla spliuji. Nicméné neni mozné s témito
zékladnimi pojmy vystacit, protoze nase tvrzeni by pak byli velmi dlouha. Proto pomoci definic
zavadime pojmy nové. Ukazme si ptiklady.

Definice 1 Celé ¢islo x nazyvame kladné, pokud plati x > 0.

Definice 2 Celé ¢islo x nazyjvdme liché, pokud lze vyjddrit jako dvojndsobek néjakého celého cisla
n plus 1, tj. x =2n + 1.

V prvni definici jsme zavedli pojem kladného celého ¢isla a v druhé lichého. Po zavedeni novych
pojmu je mozné tyto pojmy pouzivat v dalsim textu, v podstaté jako zkratky. Napf. muzeme
zformulovat tvrzeni “pro vSechna liché celd ¢isla plati ...”. To je samoziejmé uspornéjsi nez kdy-

bychom psali “pro v8echna celd ¢isla, ktera 1ze lze vyjadrit jako dvojnasobek néjakého celého ¢isla
n plus 1, plati ...”.

1.3 Teorie mnozin

Zékladni matematickou teorii, ve které pracuje dnes vétsina matematiku, je teorie mnozin. Zakladni
pojem této teorie je pojem mnoZina. Mnozina mé predstavovat jakysi soubor prvkia. Pokud chceme
mluvit o néjaké konkrétni mnoziné, je potieba ji néjak zapsat. To lze udélat nékolika zpusoby.
Kone¢né mnoziny lze zapsat vyctem, napt. {1,5,3,100}. I nekoneéné mnoziny muzeme nékdy za-
psat vyétem, napf. mnozina vsech lichych kladnych éisel lze vyjadrit jako {1,3,5,7,9,...}, s tim,
7e ¢tendf z prvnich nékolika prvku pochopi o jakou mnozinu jde. Pro nékteré dulezité mnoziny
mame obvykle vyhrazeny specidlni symboly. Mnozinu pfirozenych ¢isel budeme znacit N, mnozinu
celych ¢isel Z, mnozinu raciondlnich ¢isel QQ, mnozinu realnych ¢isel R a mnozinu komplexnich
¢isel C. Dalsi specidlni symbol mdme pro mnozinu, kterd neobsahuje zddné prvky (tzv. prazdna
mnozina). Zna¢i se obvykle () nebo {}. Fakt, Ze n&jaky prvek x ndlezi do mnoziny M, budeme
znadit « € M. Opaéné tvrzeni budeme znaéit « ¢ M. Tak napf. V2 € R a v2 € Q.

Jiny zpusob, jak zapsat mnozinu, je pomoci néjakého tvrzeni{ A(z), které plati pro ty prvky
x, které do mnoziny maji patfit, a pro ostatni neplati. Mnozinu pak zapiseme {z | A(z)} a ¢teme
jako “mnozina vsech z, kterd spliuji A(z)”. Napt. {z | z € R a 2 — 22 +1 > 0} je mnozina vSech
redlnych é&isel x, kterd spliiuji nerovnici 2 — 2z +1 > 0. Nékdy zkracené piseme nalevo od symbolu
| odkud se prvky z berou. Napi. {z € R | 22 + 1 = 0} je mnozina viech redlnych é&isel z, které
splituji rovnici 22 + 1 = 0. Asi pro vés nebude piekvapeni, Ze tato mnozina je prazdnd, protoze
74dné redlné ¢islo splitujici rovnici 22 + 1 = 0 neexistuje. Naopak mnozina {z € C | 22 + 1 = 0}
neni prazdnda a obsahuje dvé komplexni ¢isla ¢ a —i.

Jeden z axiomu teorie mnozin je tzv. axiom extensionality. Ten f{kd, ze dvé mnoziny se rovnaji
praveé tehdy, kdyz maji stejné prvky. To znamenad, ze kdyz chceme ukazat, ze dvé mnoziny X,Y se
rovnaji, musime pro libovolny prvek x ukazat, ze kdyz patii do mnoziny X, pak patii i do mnoziny
Y a pokud patif do Y, pak patii také do X. Symbolicky zapsdno musime ukazat platnost tohoto
tvrzeni:

xeX = 2z€Y) AN (zeY = zeX).



To je mozno prepsat pomoci ekvivalence takto: prvek x patii do mnoziny X pravé tehdy, kdyz
patii do Y. Symbolicky:
reX & zeY.

7 axiomu extensionality plynou néktera zakladni pozorovani o mnozinach. Napt. nezalezi na poradi
v jakém prvky ve vyctu uvddime, tj. {1,3} = {3,1}. Nebo nem& smysl uvazovat, ze by néjaka
mnozina obsahovala néjaky prvek vicekrat, protoze {7,7} = {7}.

Kromé rovnosti mezi mnozinami pouziva matematika jesté pojem inkluze. Chceme-li néjak
vyjadrit, ze vSechny prvky mnoziny X patii i do mnoziny Y, zapisujeme tuto skute¢nost X CY
a ¢teme X je podmnozinou Y. Pokud tedy chceme pro néjaké dvé mnoziny X, Y, dokazat, ze
X CY plati, musime ukéazat, ze pro libovoné x € X, plati i z € Y, tj. ukdzat platnost implikace
x € X = z €Y. Pomoci inkluze C muzeme vyjadiit rovnost dvou mnozin takto: X =Y praveé
tehdy, kdyz X C Y a zaroven Y C X.

S mnozinami muzeme také délat ruzné operace. Zakladni operace jsou prunik a sjednoceni.
Méjme dvé mnoziny X a Y. Prunik X a Y znaéime X NY a sjednoceni X a Y znaéime X UY.
Mnoziny X NY a X UY jsou potom definovany nasledovné:

XNnY = {z|lzeXAzeY},
XUY = {z|zeXVzeY}.

Pranik X NY tedy obsahuje prvky, které patii do obou mnozin ziroven a sjednoceni X UY
obsahuje prvky, které patii alespon do jedné z mnozin. Napt. {0,1,3,7} N {0, 7,4} = {0,7} a
{0,1,3,7} U {0, 7,4} = {0,1,3,7,4}.

Posledni operaci s mnozinami, o které se zminime, je operace kartézského soucinu. Mame-
li ngjaké dva prvky = a y, symbolem (z,y) budeme znacit tzv. uspoiddanou dvojici. Slovem
uspofddanou ddvame najevo, ze na poradi prvka v (z,y) zdlezi. Napi. (3,5) # (5, 3). Kartézsky
sou¢in dvou mnozin X a Y (znac¢ime X X Y') je potom mnozina:

XxY=A{(z,y)|lzeX NyeY}.

Kartézsky soucin X x Y je tedy mnozina vSech usporddanych dvojic (z,y), jejichz prvni slozka je
z mnoziny X a druhd z mnoziny Y. Pokud X =Y, piSeme misto X x X jen X2.

Opakovanym pouzitim kartézského souc¢inu muzeme vyrabét mnoziny uspotrddanych n-tic.
Napt. X x X x X x X = {(z1,22,23,24) | 1,22,23,24 € X} je mnozina vsech uspofddanych
¢tvefic prvki z X. Tuto mnozinu znaéime zkracené X*. Podobné X" znaéi mnozinu uspoiddanych
n-tic prvkua z X, kde n € N.

1.4 Zobrazeni

Nyni pfistoupime k jednomu z nejzdsadnéjsich pojmu celé matematiky a tim je pojem zobrazeni.
Tento pojem zavedeme v nasledujici definici:

Definice 3 Nechf X aY jsou mnoZiny. PodmnoZinu f kartézského souc¢inu X xY (tj. f C X xY)
nazveme zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y, pokud ke kazZdému x € X existuje prdvé jedna
usporddand dvojice (x,y) € f. Fakt, Ze f je zobrazeni z mnoZiny X do mnoZiny Y znacime
f: X =Y. Mnozinu X nazjvime definicni obor a mnozinu Y obor hodnot. Zobrazeni se také
nékdy tikd funkce.

Vsiméte si, Ze pro ruzné prvky y # 3’ z mnoziny Y nemuze nastat ptipad, kdy (z,y) € f a zdroven
(z,y’) € f. Pokud tedy pro néjaké pevné x € X plati (z,y) € f, je prvek y uz jednoznacéné urcen,
a muzeme si ho pojmenovat hodnota f v bodé x a oznacit symbolem f(z). To znamen4, ze dvojice
(z, f(x)) jsou pravé ty dvojice, které patif do f. Jinymi slovy mnozinu uspofddanych dvojic f
muzeme vyjadrit také takto: {(z, f(z)) € X x Y | z € X}. Pitklady zobrazen{ mohou napt. byt:

g="{(z,y) eERxR|y =2}



nebo
h={(z,y) e NxR|y=+x}.

Zobrazeni g je zobrazeni z mnoziny redlnych ¢isel do mnoziny redlnych ¢isel a zobrazeni h je
zobrazeni z mnoziny prirozenych ¢isel do mnoziny realnych ¢isel.

Pokud chceme néjaké zobrazeni definovat musime vlastné definovat jakousi mnozinu uspofa-
danych dvojic. Nicméné, protoze kazdé zobrazeni f mé tu vlastnost, ze ke kazdému prvku x
defini¢niho oboru existuje préavé jedna hodnota y z oboru hodnot, takovd, ze (x,y) patii do f, ne-
definujeme obvykle zobrazeni jako mnozinu usporadanych dvojic, ale jen predpisem, ktery kazdému
prvku z definiéniho oboru pfifadi jeden prvek z oboru hodnot. Takze vyse uvedené ptiklady zob-
razeni bychom tedy bézné definovali takto: g : R — R takové, ze g(z) = 2% a h : N — R takové,
ze h(xz) = /x. Vyrazy g : R — R, h : N — R ndm totiz pfesné specifikuji definiéni obory a
obory hodnot, a vyrazy g(z) = 2%, h(x) = \/z zase presné definuji, které usporadané dvojice do
zobrazeni patii.

S nasi definici zobrazeni jako mnoziny muzeme lehce zodpovédét otdzku, kdy se dvé zobrazeni
f: X —>Y, g: X — Y rovnaji.

Véta 1 Necht f: X —Y,g: X —Y jsou zobrazeni. Pokud pro viechny x € X plati f(x) = g(z),
pak [ =g.

DUKAZ: Chceme dokdzat, ze pokud pro vSechny z € X plati f(z) = g(z), pak f a g se rov-
naji. Protoze f a ¢ jsou mnoziny, staci ukdzat, ze maji stejné prvky (viz axiom extensionality).
Piipomenime, ze kazdy prvek f lze vyjadrit, jako usporddanou dvojici (z, f(z)) € X x Y. Vez
meme tedy libovolny prvek (z, f(x)) z f a ukdzeme, ze patii také do g. Z predpokladu f(z) = g(x),
dostaneme (z, f(z)) = (z, g(z)), protoze dvé usporddané dvojice se rovnaji, kdyz maji stejné od-
povidajici slozky. Ale dvojice (z, g(x)) patif do g. Takze jsme ukdzali, ze f C g. Inkluzi g C f lze
dokazat obdobné. O

Pokud méme na oboru hodnot definovany néjaké operace (napf. séitdni nebo ndsobeni), muzeme
tyto operace pfenést i na zobrazeni. Necht f: X — R a ¢g: X — R jsou zobrazeni z mnoziny X
do mnoziny redlnych ¢isel. Redlna ¢isla jak zndmo umime séitat a nasobit. Nyni budeme definovat
pomoci séitani a ndsobeni redlnych ¢isel novéa zobrazeni f 4 g a fg predstavujici soucet a soucin
zobrazeni f a g.

Definice 4 Nechf f: X — R, g: X — R jsou zobrazeni a c je rediné éislo. Definujeme zobrazeni
f+9: X =R, fg: X >R acf: X — R takto:

(f+9)(=@) = flz)+g(x)
(fo)(x) = [flx)g(x)
(ef)(z) = cf(x)

Zobrazeni f + g tedy pfifazuje prvku x z mnoziny X soucet redlnych ¢éisel f(z) a g(x). Zobrazeni
fg prifazuje prvku z jejich soucin. A zobrazeni cf pfifazuje prvku « soucin redlnych ¢isel ¢ a f(z).

Protoze scitdni{ a ndsobeni redlnych ¢isel spliiuje ruzné vlastnosti (napf. a +b = b+ a pro
vSechna a,b € R), zajimd nds, které z téchto vlastnost{ se pfenesou i na operace se zobrazenimi.
Konstantni zobrazeni z mnoziny X do mnoziny realnych ¢isel R, které kazdému x € X priradi 0,
budeme znacit 0, tj. 0 = {(2,0) € X xR | z € X}. Ziejmeé 0 = cf pro libovolné zobrazeni f a
¢ = 0. Zobrazeni cf pro ¢ = —1 budeme znacit — f.

Véta 2 Nechf f: X - R, g: X - Rah:X — R jsou zobrazeni. Potom plati ndsledujici
turzent:

1. Séitdnd zobrazeni je komutativni: f +g=g+ f.

2. Séitant zobrazeni je asociativni: f 4+ (g +h) = (f + g) + h.
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3. Zobrazeni 0 je neutrdini prvek: f +0 = f.

4. (f + (=g)(z) = f(x) — g(z) pro vsechna x € X.

DUKAZ: U prvnich tfech tvrzeni dokazované véty mame ukdzat rovnost dvou zobrazeni. Podle
Véty 1 staci ovéfit, ze pro libovolny prvek x z mnoziny X se hodnoty obou zobrazeni v bodé x
rovnaji. Posledn{ tvrzeni ukazuje, Ze zobrazen{ f + (—g) funguje jako rozdil dvou zobrazeni.

1. (f+9)(z) = f(x) +g(z) = g(x) + f(z) = (9 + f)(x), druhd rovnost plyne z komutativity
s¢itdn{ redlnych ¢isel (tj. a +b = b+ a pro vechna a,b € R).

2. (f+ (g4 W)(x) = fz) + (9(x) + h(z)) = (f(2) + 9(x)) + h(z) = ((f + g) + h)(z), druhd

rovnost plyne z asociativity s¢itdni redlnych ¢isel (tj. a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ pro vSechna
a,b,c € R).

3. (f+0)(z) = f(z) + 0 = f(x), druhd rovnost plyne z faktu, Ze a + 0 = a pro vSechna a € R.
4 (f+ (=9)(@) = [(2) + (=9)(z) = f(z) + (=1)g(z) = f(x) — 9().

O

Zobrazeni f + (—g) budeme znacit f — g. Diky poslednimu bodu pfedchozi véty, je toto znaceni

rozumné, protoze zobrazeni f — g se skuteéné chova, jako kdybychom ho definovali prenesenim

operace rozdilu z redlnych ¢isel na zobrazeni podobné, jako jsme to udélali se s¢itanim a nasobenim.

Podobné vlastnosti ma i nasobeni, jak vypovida nésledujici véta. Konstantni zobrazeni z

mnoziny X do mnoziny redlnych éisel R, které kazdému z € X prifadi 1, budeme znacit 1,
tj. 1={(z,1)e X xR |z € X}.

Véta3 Nechft f: X - R, g: X - R ah:X — R jsou zobrazeni. Potom plati ndsledujici
turzeni:

1. Ndsobeni zobrazeni je komutativni: fg=gf.

2. Ndsobeni zobrazent je asociativni: f(gh) = (fg)h.

3. Zobrazeni 1 je neutrdini prvek: f1 = f.

4. Ndsobeni zobrazent je distributivni vzhledem ke séitdni: f(g+ h) = fg+ fh.

DUKAZ: U vsech tvrzeni dokazované véty mame ukézat rovnost dvou zobrazeni. Podle Véty 1 staci
ovérit, ze pro libovolny prvek x z mnoziny X se hodnoty obou zobrazeni v bodé x rovnaji.

1. (fo)(z) = f(z)g(x) = g(z)f(xz) = (gf)(z), druhd rovnost plyne z komutativity ndsobeni
redlnych ¢isel (tj. ab = ba pro vSechna a,b € R).

2. (f(gh))(@) = F(x)(g(a)h(x)) = (f(x)g(x))h(x) = ((fg)h)(x), drubd rovnost plyne z asocia-

tivity ndsobeni redlnych &isel (tj. a(be) = (ab)c pro vsechna a, b, c € R).
3. (f1)(z) = f(z)1 = f(z), druhd rovnost plyne z faktu, ze al = a pro viechna a € R.

4. (f(g+ h)(x) = f(x) (g + h)(x) = f(2)(g9(x) + h(x)) = f(2)g(z) + f(x)h(z) = (fg)(x) +
(fh)(x) = (fg+fh)(x), druhd rovnost plyne z distributivity ndsobeni redlnych ¢isel vzhledem
ke s¢itani (tj. a(b+ ¢) = ab + ac pro viechna a, b, c € R).

d
Nakonec si ukédzeme nékteré vlastnosti funkce cf.

Véta 4 Necht f: X — R, g: X — R jsou zobrazeni a a,b redind éisla. Potom plati ndsledugjici
turzens:

11



1. a(bf) = (ab)f.

2. (a+b)f = af +bf.
3. a(f+g)=af +ag.
4. 1f=f.

DUKAZ: V§echna tvrzeni jsou v podstaté ziejma a asi byste je dokdzali dokdzat sami. O

2 Polynomy

V této casti se budeme zabyvat specidlnimi zobrazenimi, které se nazyvaji polynomy nebo nékdy
také mnohocleny. Za¢neme tedy definici polynomu.

Definice 5 Zobrazeni f : R — R se nazyvd redlny polynom, pokud existuji redlnd ¢isla ag, ay, ..., a,
takovd, Ze f(x) = apx™ + ap_12" "t + -+ + a1z + ag pro vsechna x € R. Cisla ag,ai,...,a, se
nazyvaji koeficienty polynomu. Fakt, Ze f(x) = anaz™ + ap_12" "1 + -+ + a1z + ag strucné také
zapisujeme:

flx)= Z a;x’. (2)

Podobné zobrazeni g : C — C se nazyjvd komplexni polynom, pokud existuji komplexni ¢isla
bo, b1, ..., b, takovd, Ze g(z) = bya™ + by_12" L + -+ + byx + by pro vsechna x € C.
MnoZinu redlnijch (komplexnich) polynomi znacéime Pr (Pc).

Protoze polynomy jsou zobrazeni do mnoziny realnych ¢isel mame pro né definovany operace
s¢itani, ndsobeni a ndsobeni redlnym éfslem (viz Definice 4)3. Automaticky pro né také plati
vSechny vlastnosti, které jsme dokézali ve Vétach 2, 3 a 4. To, co ovSem nevime je, jestli vysledky
téchto operaci budou opét polynomy (jestli jsou takzvané uzaviené na operace séitdni, ndsobeni
a ndsobeni redlnym éislem). Napi. pokud vyndsobime dva polynomy, vime, ze vysledek bude
zobrazeni, ale nevime, jestli to bude polynom.

Zatneme nejdifve s jednoduchym pozorovdnim. Konstantni zobrazeni 0 je ziejmé polynom,
protoze existuje redlné ¢islo (koneckonct i komplexni) ag = 0 takové, ze 0(z) = ag pro viechna
x € R. Zobrazeni 0 budeme tedy nazyvat nulovy polynom.

Pozorovani 1 Necht f je redlny (komplexni) polynom takovy, Ze f(x) = anaz™ + -+ + a1z + ag.
Potom zrejmé pro vSechna x z definicniho oboru plati

flx) = apz+---+az+ag=
= 02" a2+ FarFag =
02" + 02" + apa™ + -+ a1z +ag =+
Pokud tedy bude potreba mizeme vijraz pocitajici hodnotu polynomu f v bodé x protihnout o

libovolnou délku tak, Ze pridané koeficienty poloZime rovny nule. To se hodi zejména v pripadé, kdy
checeme, aby dva rizné polynomy mély stejny pocet koeficienti.

Nyni jiz muzeme dokéazat, Ze polynomy jsou skuteéné uzaviené na vyse zminéné operace.
Véta 5 Necht f, g jsou redlné (komplexni) polynomy a c je rediné (komplexni) éislo. Pak zobrazeni

f+g, fg acf jsou opét redlné (komplexni) polynomy (jingmi slovy mnoZina polynomi je uzaviend
na operace séitdni, ndsobeni a ndsobeni redlngm cislem).

3Podobné lze operace zavést i pro komplexni polynomy.
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DUKAz: Véta tvrdi, Ze zobrazeni f + ¢, fg a cf jsou polynomy. Podle definice polynomu musime
tedy ukazat ve vSech tfech piipadech existenci koeficientli. Protoze f a g jsou polynomy muzeme
jejich hodnoty v bodé x vyjadrit takto:

f(gg):anx’L+--~+a1x+a0:Zaixi, g(x):bnx"+~-~+b1x+b0:Zbixi. (3)
i=0 i=0

Podle Pozorovani 1 jsme si mohli dovolit vyjadfit hodnoty polynomu f i g v bodé = se stejnym
poctem koeficientu.
Nyni dokdzeme postupné, ze f 4+ g, fg a cf jsou polynomy. Za¢neme zobrazenim f + g.

n

(f+9)@) =fl@)+g(@) =D ax’ + Y bia' = (a;i+b;)a’.
=0 =0

i=0

Okomentujme ptredchozi rovnosti. Prvni rovnost je akordt definice séitdni dvou zobrazeni (viz
Definice 4). Druhd rovnost je dosazeni za f(z) a g(x) podle rovnice (3). Posledni rovnost plyne z
vlastnost{ redlnych (komplexnich) éisel. Vidime tedy, ze hodnotu zobrazeni f + g v bodé x jsme
schopni vyjadfit v takovém tvaru, v jakém ho uddva rovnice (2). Zobrazeni f + g je tedy polynom
a redlnd (komplexn{) éfsla ag + bg, a1 + b1, ..., a, + b, jsou jeho koeficienty.

Podobné ukazeme ze zobrazeni cf je polynom.

n

(cf)(x) =cf(x) = cZaixi = Z(cai)xi.
=0

=0

Koeficienty polynomu cf tedy jsou ¢isla cag, cay, ..., cay,.
Nakonec ukazeme, ze i zobrazeni fg je polynom.

n

(fg)(z) = f(z)g(x) = (Z ai$i> (Z bwi) = Zcixi , (4
=0 i=0

=0

~—

kde pro £k =0,1,2,...,2n je
k
cr = aoby +aiby_1 + - +ag_1b1 + arby = Zaibkﬂw
i=0

Vyraz na pravé strané rovnice (4) jsme dostali rozndsobenim zévorek a sdruzenim ¢lent se stejnou
mocninou u z k sobé. Tzn. rozndsobenim tohoto vyrazu (a,a"+- - -+ajz+ag)(bna™+- - -+biz+bp).
O

Jednou ze zakladnich charakteristik polynomu je jeho stupeni. Napisme si jeho definici.
Definice 6 Necht f je redlnij nebo komplexni polynom takovy, Ze f(z) = apa™ +ap 12"+ -+
a1z +ag pro vSechna x z definicniho oboru. Stuperi polynomu f (oznacujme st f) je nejvétsim € N
takové, Ze a, # 0. Stuperi nulového polynomu 0 definujeme z technickych divodii —1. Polynom

stupné 0 budeme nazyvat konstantni.

Véta 6 Necht f,g jsou polynomy t.z f(z) = Y1 a;x’, g(xz) = Yiv,bix’. Pak f = g p.t.k.
st f =stg aa; =b; pro viechna i € {0,...,st f}.

DUKAZ: Sporem: pokud m # n, pak prodlouzime f a g na stejny pocet koeficienti. Mame

n n
E a;xt = E b;x"
i=0 i=0
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Existuje polynom h t.z. h(x) = 2™ + ¢,—12" " + - -+ + ¢o = 0 pro viechna z € R(C). O

Véta 7 Necht f a g jsou polynomy. Pak plati:
1. st f £ g <max{st f,stg}.
2. stef =st f proc#D0.

3. st fg =st f+stg pokud f,g # 0.

Véta 8 Necht f, g jsou polynomy a g # 0. Pak 3 jednoznaéné uréené polynomyp a z t.Z2. f = gp+z
astz <stg.

DUKAZ: O
Existence plyne z algoritmu déleni polynomu. Jednoznacénost dokdzeme sporem. Prepokladame,
ze existuji polynomy p1, ps, 21, 22 t.2. p1 7 p2 nebo z; # 29 a

f=gp+21, f=gp2+ 2, stzg <stg, stzm <stg.

gp1 + 21 = gp2 + 22
gpr—p2) =22 — 2
Protoze p1 — ps # 0 a g # 0 mame:

st g(p1 — p2) = st g+ st (p1 — p2) = st (22 — 21) < max{st 20,8t 21} < stg
Jediné kdyz st (p2 — p1) = —1, tj. p1 = p2. A tudiz

29 — 21 Zg(pl—pQ)Zgﬁz()

Definice 7 Necht f, g jsou polynomy. Rikime, ze f je délitelny g (g déli f), pokud z = 0.
Priiklad na déleni.

(22° —a* +42® +32° —x+1): (@® + 2% —x +1)

3 Hornerovo schema

flz) = asx + asx® + asx® + a1z + ag
= (agx + a3)z® + agx? + a1z + ag
= ((agz + a3)x + ag)x? + a1x + ag

= (((agzx + as)x + a2)x + a1)x + ag

f(xo) = (((aawo + az)wo + az)wo + ar)xo + ag
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b4:a4

b3 = b4$0 + as
b2 = bgﬂio + as
by = byxg+a;
bop = bixg+ao
Pak
f(xo) = bo s f((E) = (l’ — .’Eo)(b4$3 + b31’2 + ng + bl) + bo .
aq as a2 ay ao
Zo bywg b3rg baxg brxg
by b3 ba b1 bo
Priklad:
224 — 32% + 522 — 2+ 6, Tog = —2
4 Koreny

Definice 8 Nechf f je nenulovy polynom. Redlné (komplexni) éislo ¢ nazveme kovenem f, pokud

fle)=0.
Véta 9 Komplexni c¢islo ¢ je korenem polynomu f p.t.k. f je délitelny polynomem x — c.
DUKAZ:

(=) Necht f(c) =0. f = (x —c)p+ 2z astz < st(x —c¢) = 1. Takze stz = 0 nebo stz = —1.
Polynom z je tedy konstatni, tj. z(x) = b pro néjaké b € R. Mame tedy:

f(x) = (z—c)p(x) +b
Protoze c je kofen, dostaneme:

0=f(c)=(c—c)p(c)+b=0p(c) +b=10

(<) Necht f(z) = (z — ¢)p(z). Pak f(c) = (¢ — ¢)p(c) = 0. Takze c je kofen.

Definice 9 Necht f je polynom. Redlné (komplexni) ¢islo ¢ nazveme k-ndsobnym kovenem f,
pokud k je nejuétsi prirozené éislo t.z. (v — c)¥ deli f. Cislo k se nazjvd ndsobnost.

Véta 10 (Zakladni véta algebry) Kaidy f € Pc t.2. st f > 1 md alesponi jeden koren.
Dusledek 1 Necht f € Pc t.Zstf=n>1a f(z) =), ,a;z’. Pak

f@) = an(z — )™ (& =)™ - (& = c)
kde c1,...,cm € C jsou vSechny koreny f a ky,...,kyn,m € N takové, Zen = ki + ko + -+ + kp,.

DUKAZ: Inkukei podle stupné.

1. Pro n = 1 plati, protoze a1z + ag = a1 (z + Z—fl’)
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2. Necht st f = n. Podle ZVA m4 f koten, tj. f = (z — ¢)*p. Ziejme
n=stf=st(x—c)*+stp=Fk+stp
stp=n—k
7 indukéniho predpokladu:
p=blx—c))" - (x—cn)km, n—k=k+--+kn.
Dosazenim:
f=@—-cfp=bz—c)f(x—c) - (x—cn)

Ziejmé b = a,.

Véta 11 Nechf f € Pc s redingmi koeficienty a ¢ = a+bi je jeho k-ndsobnyj koven. Pak ¢ = a—bi
je také k-ndsobny koren f.

DUKAZ: Necht f(z) = apz™ + -+ + ag. Pak

@) = nam F T = @ (@) 4 4T = (@) -+ ap = J(@).

Protoze f(z) = f(Z) a T = z, méme f(z) = f(T).

flx) = f(f):(E*f)k(bn(f)"f~~+b0)

I
—~
|
|
aQl

Diisledek 2 Necht f € Pr a st f je lichyy. Pak f md alespori jeden redlny koren.
Véta 12 Necht f € Pr. Pak
f@) =an(z—c)f - (x — ) (2 + by +dy)" - (2 + bz + d,)'

DUKAZ:
F(@) = an(@ — )" - (& — cm)Fm

Kdyz se (x — ¢;)* vyskytuje v rci nahote, pak se (z —&;)*¢ vyskytuje také. Miizeme je roznasobit:
(. —c)ki(z — )" = (2% — (c; + @)z + i)™ = (2 — 2Re(c;)x + |ei|H)F
O
Definice 10 Necht f € Pr. Rekneme, ze f je ireducibilni nad télesem R, pokud neexistuji g, h €
Pr tz. f=gh astg,sth>1.

Disledek 3 Nekonstatni polynom f € Pgr je ireducibilni p.t.k. st f = 1 nebo st f = 2 a f md
pouze komplexni koteny.

Véta 13 Necht f(x) = apa™+- -+ ag je polynom stupnén a a; € Z. Pokud f(%) =0, kde % S0)
a p,q jsou nesoudélnd, pak p déli ag a q déli a,,.
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Dukaz: Dosadime 2 do f(z):

n n—1
of(p)an@ +an_1<p) +...+a1(p>+ao
q q q q

anp" + an_1p" g+ o+ aipg" "+ apg" =0

Vynésobime ¢™:

Tudiz:
anp™ = —q(an_1p" '+ +a1pg" " + aog" ")

aoq" = —p(anp™ ' + an_1p" g+ + arg" )

Takze q déli a,p™ a protoze p, q jsou nesoudélna, déli i a,,. Podobné p déli ag.

Piiklad:
3zt — 223 + 22— 22 +6

p € {£1,+2,4+3,+6}, q € {£1,+3}

1

3’

2
Pre (41,42, 43,46, + +£2)
q
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