1 Priklad

Zadani

Necht P, N jsou binarni predikdtové symboly,

o = Vavy (P(a:, y) & (V2(N(z,2) = N(z, y)))) ,

P = VmVsz((P(x,y) A P(y,z)) = P(x, z)) )

Pomoci rezoluéni metody ukazte, ze ¢ = 1.
Poznamenejme, ze ¢ je vlastné definice podmnoziny a ¥ vyjadiuje tranzitivitu relace “byt
podmnozinou”. Formalné zapsano s béznymi symboly by to vypadalo takto:

szxVy(a:gy@ (Vz(zex:zEy))),

1/J:V:chVz<(:c§y A ygz)ixg,z).
Reseni

Budeme se tedy ptat, jestli je mnozina {¢, =1} nesplnitelnd. Obé formule ¢ i =t musime pievést
do PCNF. Nejprve prevedeme ¢ do PCNF.

1. p= VmVy(P(a:,y) < Vz(N(z,z) = N(z,y)))

2. PrepiSeme ekvivalenci pomoci vztahu (o < ) < (o= 0) A (8 = «)).
VaVy <(P(.T, y) = Vz(N(z,z) = N(z,y))) A (Vz(N(z,ac) = N(z,y)) = P(x,y))) .
3. Prejmenujeme promeénné tak, aby kazdy kvantifikdtor vazal jinou proménnou.
Vwa((P(x,y) = Vz(N(z,z) = N(z,y))) A (Vw(N(w, z) = N(w,y)) = P(x,y))) .
4. Distribuce kvantifikatoru.

VaVy (Vz(P(x,y) = (N(z,z) = N(z,y))) A EIw((N(w,z:) = N(w,y)) = P(z,y))) )

5. Distribuce kvantifikdtoru. Z duavodu pracnosti kvantifikator Jw presunuji prvni, aby od-
povidajici skolemovskd funkce méla co nejméné proménnych.

Va:‘v’yEIsz((P(x,y) = (N(z,z) = N(z,y))) A ((N(w,x) = N(w,y)) = P(x,y))) .
6. Pfepiseme implikaci pomoci vztahu (o = 3) < (—aV 3).

VrVydwVz ((—'P(x,y) V=N(z,z)V N(z,y)) A (ﬁ(—\N(w,x) V N(w,y))V P(x,y))) .



7. De Morgantiv zakon —(aV 8) < (—a A —f) a zdkon dvoji negace o < a.
Va¥yTuwyz ((—'P(x, y)V =N(z2)V N(z, y)) A ((N(w, ) A=N(w,y)) V P(z, y))> .
8. Distributivni zdkon (aAB) VY < (aVy) A (BVA).
VavyJuwyz ((ﬁP(a:, Y)V-N(z,2)VN(z, y)) A (N(w, )V P(z, y)) A (ﬁN(w, y)V P(z, y))) .
9. Zavedenf skolemovské funkce f pro w.
VmVsz((—\P(:v7y)\/—|N(z,x)\/N(z7y))/\(N( S (@, ), )V P(a,y) )A(-N( f(x,y),y)vp(:c,y))> .

10. Distribuce kvantifikdtorti pfes A pomoci vztahu Vz(a A ) < (Vza) A (Vz5).

VaVyVz (ﬁP(gc, y) vV -N(z,2) V N(z, y)) A

A VaVyVz (N(f(x,y),x) Vv P(x,y)) A VxVsz(—'N(f(x,y),y) V P(m,y)) .

11. Odpovidajici mnozina klausuli tedy je (pouzitim konvence o vynechdvan{ univerzélnich kvan-
tifikdtorn):

Se ={-P(z,y) V-N(z,2) V N(z,y), N(f(z,y),x) vV P(z,y), "N(f(z,y),y) V P(z,y)}.

Podobné prevedeme —.
1. = —\Va:Vsz((P(a:,y) A P(y,z2)) = P(z, z))
2. Distribuce kvantifikatoru pies —.

Hacﬂyﬂzﬁ((P(a:,y) A P(y, z)) = P(z, z)) .
3. PfepiSeme implikaci pomoci vztahu (o = 8) < (-aV g).

3w IyTo— (%P(a:, y) A Py, 2)) V P(z, z)) .
4. De Morganuv zékon —(a VvV 8) < (-a A =) a zdkon dvoji negace -~ < a.

EI:L'EyEZ(P(:c,y) A P(y,z) A =P(z, z)) .
5. Zavedeni skolemovskych konstant a, b, ¢ pro z,y, z.
P(a,b) A P(b,c) A —P(a,c).

6. Odpovidajici mnozina klausuli tedy je:

Sw ={P(a,b), P(b,c), =P(a,c)}.

Mame tedy ekvisplnitelnou mnozinu klausuli S = S, U Sy, na kterou mizeme pustit rezolu¢ni
metodu.



1.  =P(z,y) V-N(z,2)V N(z,vy)

2. N(f(z,y),z)V P(z,y)

3. ﬁ“Z\f(f(:'m ),y)\/P(.%‘,y)

4. P(a,b)

5. P(bc

6. —Pla,c)

7. ~=N(z,a)V N(z,b) L4 {z/a,y/b}
8.  =N(z,b)VN(zc) 15{x/b,y/c}
9. N(f(a,c),a) 2,6.{z/a,y/c}
10. —N(f(a,c),c) 3,6,{z/a,y/c}
11.  N(f(a,c),b) 7.9.{2/f(a,c)}
12. N(f(a,c),c) 8,11,{z/f(a, )}
13. F 10,12

Zjistili jsme tedy, ze S je nesplnitelnd mnozina. Mnozina {¢, <)} je tedy také nesplnitelnd, a
proto ¢ = .

2 Priklad

Zadani
Rozhodnéte, jestli je nasledujici isudek spravny:

VsSechna auta jsou dopravni prostiedky.
Vsechna auta maji volant.
Nékteré dopravni prostredky maji volant.

Reseni
Nejprve zformalizujeme véty v zadaném tusudku. Zavedeme tii unarni predikatové symboly A, D,V
pro vlastnosti “byt auto”, “byt dopravni prostiedek” a “mit volant”. Formalné prepsany usudek
vypada takto:
Va(A(z) = D(x))
Va(A(z) =V
Jx(D(z) A V(x))

Ozna¢me postupné vySe napsané sentence feckymi pismeny ¢, 1, . Nasim tkolem je rozhodnout
jestli z mnoziny {p, 1} vyplyva sentence a, tj. {p, ¥} E «. Musime tedy zjistit, jestli je mnozina
{¢, ¥, ma} nesplnitelns.

Najdeme ke kazdé ze sentenci ¢, 1, ~a ekvisplnitelné mnoziny klausuli S,, Sy, So. Implikaci v
sentencich ¢, 1 nahradime pomoci disjunkce a negace. Vysledné formule jsou jiz klausule.

Se ={~A(@) v D(x)}, Sy ={-A(x)VV(x)}.

U sentence -« prehodime negaci pfes existencni kvantifikator, ktery se tim promeéni na univerzalni,
tj. Ve=(D(x) AV (z)). De Morganovy zdkony jiz vyrobi klausuli.

So ={-D(x) v -V(x)}.
Ptame se tedy, jestli je nesplnitelnd mnozina klausuli
S ={-A(z) Vv D(z),~A(z) VvV (z),~D(z) Vv -V (x)}.

Nyni pouzijeme rezolué¢ni metodu.



1. —=A(x)V D(x)

2. -A(x)vV(z)

3. —=D(z)V-V(z)

4. =A(z)v-V(z) 1,3
5. —A(z)Vv-D(z) 23
6. —A(z) 1,5

Vidime, ze zddné dalsi klausule nejde vyrobit. Tudiz je mnozina S splnitelnd a sentence o nevyplyva
z mnoziny {p, ¥}, tj. {¢, ¥} ¥ o. Usudek tedy neni spravny.

Posledn{ odvozena klausule Vz—A(x) také napovidd, pro¢ je tento tsudek nespravny. Kdy-
bychom k mnoziné predpokladu {¢, 1} piidali jesté sentenci Iz A(z) (kterd po skolemizaci piejde
na A(a)), tak bychom prézdnou klausuli F' v rezoluéni metodé dostali. Ke spravnosti tsudku by
tedy stacilo navic pfedpokladat, ze existuje alespon jedno auto. Pokud totiz zadné auto neexistuje
(napf. pred 1000 lety zddnd auta neexistovala), jsou oba predpoklady ¢, trividlné splnény, ale
zaver « platit nemusi.

3 Priklad

Zadani

Pomoci rezolu¢ni metody ukazte, ze néasledujici formule je kontradikce:

¢ = JaVy(N(y,z) < ~N(y,y)) .

Poznamenejme, ze se jedna o formalizaci Russelova paradoxu, pokud interpretujeme predikatovy
symbol N jako “byt prvkem”. Zapsidno pomoci béznych symbolu by to vypadalo takto:

JaVy(yexz & yy).

Tato sentence tedy vlastné fiké, Ze existuje mnozina x takova, ze prvek y do ni patii praveé tehdy,
kdyz nepatii sém do sebe.

Reseni
Protoze pojem kontradikce splyva s pojem nesplnitelné sentence, staci tedy zjistit, jestli je mnozina
{¢} nesplnitelna. Vyrobime ekvisplnitelnou mnozinu klausuli S,.

L. f=32Yy(N(y,z) & ~N(y,v))-

2. Nahradime ekvivalenci konjunkei dvou implikaci:
309y ((N(y, ) = ~N(y,9)) A N (1,9) = N(y,2)))
3. Nahradime implikace pomoci disjunkce a negace:

209y (=N (y,2) V=N (g, ) A (N(y ) V N(y,2)) )

4. Zavedeme skolemovskou konstantu a a odstranime existen¢éni kvantifikator:
vy (=N (y,a) vV =N{y,1) A (N(3,9) V N(y.a)))

5. Pfesuneme univerzalni kvantifikdtor k argumentim konjunkce:

Vy(=N(y,a) V=N (y,y)) A\Vy(N(y,y) V N(y,a)).



6. Ekvisplnitelnd mnozina klausuli tedy je:
Se={=N(y,a) V-N(y,y), N(y,y) VN(y,a)}.

Nyni muzeme zjistit pomoci rezoluéni metody, jestli je S, nesplnitelna.

1. =N(y,a) V-N(y,y)
2. N(,¥y)VN(@',a) piejmenovali jsme rovnou proménou y

3. F 1,2{y/a,y’/a}

Vysvétleme, co se vlastné nahofe stalo. Je zfejmé, ze nemélo smysl délat resolventy odstranénim
literdlt =N (y,a), N(y',a) nebo =N(y,y),N(y',y'), protoze bychom dostali akordt tautologie.
Jediné, co tedy zbyvé, je hledat unifikaci literdlu =N (y,a), N(y',y’) nebo —=N(y,y), N(¥',a).
Uvazujme napf. prvn{ dvojici. Dostaneme dvojici termovych rovnic ' = y a y' = a. Nahradime
vSechny vyskyty proménné 3’ mimo posledni rovnici termem a, tj. a = y a ' = a. Otocenim prvn{
rovnice dostdvame soustavu ve vyfeSeném tvaru, tj. y = a a 3y’ = a. Nejobecnéjsi unifikace tedy je
o ={y/a,y’/a}. Pouzitim této unifikace na jednotlivé klausule dostaneme:

(_‘N(y7 (l) N _‘N(ya y))O’ = _‘N(a'7 a) \ _‘N(a, (1) ’ (N(y/a y/) v N(y/7 G,))O' = N(a’ a) \ N(a7 CL) :

Kdybychom nyni odstranili z klausuli pouze dva komplementarni literaly, dostali bychom opét
tautologii. V tomto piipadé je totiz potieba pouzit rezolu¢ni pravidlo v jeho plné obecnosti (viz
slidy z pfednédsky) a odstranit vSechny unifikované literdly. Tim obdrzime ihned prdzdnou klausuli
F.

4 Priklad

Predikdtovou logiku a rezoluéni metodu je mozné vyuzivat také v databdzich (jednd se o tzv.
deduktivni databéze). Tabulky v né&jaké databdzi nejsou nic jiného nez néjaké relace. Je tedy
mozné formdalnim jazykem predikatové logiky se databaze zeptat, jestli néco o téchto relacich
plati. Rezoluéni metoda (nebo spise jeji modifikace) ndm potom nasi otdzku zodpovi. Ukdzeme si
to na jednoduchém ptikladeé.

Zadani

Méjme skupinu osob Ray, Ken, Sue, Tim, Sam, Jack, o kterych mame tato data:

| rodi¢ | potomek |

Ray Ken
Ray Sue
Sue Tim
Sue Sam
Sam Jack

Nagim tikolem je zformalizovat tuto znalost pomoci predikatové logiky a rezoluéni metodou zjistit,
jestli je Ray pradédecek Jacka.

Reseni

Abychom mohli nase znalosti zformalizovat, musime si urcit v jakém to udéldme jazyce. Moznost{ je
vice, ukazme si jednu z nich. Urc¢ité musime mit v nasem jazyce konstantni symboly pro jednotlivé
osoby, tj. ray, ken, sue,tim, sam, jack. Ddle musime mit v jazyce binarni predikdtovy symbol
R(z,y), ktery bude vyjadrovat, ze x je rodi¢ y. Tabulku s daty muzeme pak zachytit pomoci
téchto atomickych formuli

M = {R(ray, ken), R(ray, sue), R(sue, tim), R(sue, sam), R(sam, jack)} .



V tomto jazyce uz bychom mohli zformalizovat otdzku, jestli je Ray pradédeckem Jacka (jak by
ona formule vypadala?). Nicméné udélejme to jinak, abychom si ukdzali jak definovat dalsf pojmy
pomoci symbolu R. Pfiddme do naseho jazyka dalsi bindrn{ predikdt P(z,y) vyjadiujici fakt, ze x
je prarodi¢em ¥, tj. = je bud dédecek nebo babicka 3. Aby to tak skuteéné bylo musime, predikat
P néjak svazat s predikdtem R. To udélame pomoci této sentence:

¢ =VaVy(P(z,y) © 32(R(z,2) A R(z,p))) ,

vyjadiujici fakt, ze x je prarodi¢ y pravé tehdy, kdyz existuje z takové, ze z je rodi¢ z a z je rodic¢
y. Nase otdzka, jestli je Ray pradédecek Jacka lze potom zformalizovat takto:

¥ = 3z(R(ray,z) A P(z, jack)),

ktera ika, ze existuje = takové, ze Ray je rodi¢ z a x je prarodi¢ Jacka. Pokud je tato formule
pravdiva za predpokladu nasich znalosti, pak je skutetné Ray pradédecek Jacka v opacném piipadé
nikoli (pokud jsou nase informace v tabulce iplné). Z hlediska predikatové logiky se ptdme zda-li
plati M U {¢} E 9. Rozhodneme pomoci rezoluéni metody, jestli tento konsekvent plati. Ptdme
se tedy, jestli je mnozina M U {¢, )} nesplnitelna.

Nejprve musime nalézt ekvisplnitelnou mnozinu klausuli. Formule v M jiz jsou klausule, staci
se tedy postarat o ¢ a —). Zatneme s ¢ tim, ze odstranime ekvivalenci:

VxVy((P(;v,y) = 32(R(z,2) A R(z,9))) A (32(R(z,2) A R(z,y)) = P(aay))) :
Prejmenujeme promeénné, aby kazdy kvantifikdtor vazal jinou proménnou:

vzvy((p(z, y) = F2(R(z,2) A R(2,y))) A (Bu(R(z,u) A R(u,y)) = P(z, y))) :
Najdeme prenexni tvar:

vavy3evu( (P(z,y) = (R(z,2) A R(z ) A (R@,u) A R(u,y) = P(z,1)))
Odstranime implikace:

VmVszVu((ﬁP(x, W)V (R(z,2) A R(%,1))) A (~(R(z,u) A R(u,)) V P, y))) .
Pievedeme do PCNF:

VxVyEleu(((—'P(x,y) V R(z,2)) A (=P(z,y) V R(z,9)) A (~R(z,u) V = R(u, y) V P(ﬂC,y))> .
Skolemizace:
VxVyVU(((ﬂP(wvy)VR(x,f(x,y)))A(ﬂP(rﬂ,y)VR(f(x,y),y)))A(ﬁR(fE,U)VﬂR(u,y)VP(ﬂc,y))) -
Ekvisplnitelnd mnozina klausuli pro ¢ tedy je:

Se = {~P(z,y) V R(z, f(z,y)), =P(z,y) V R(f(2,y),y), ~R(z,u)V ~R(u,y) V P(z,y)}.
Podobné postupujeme s =) = —3x(R(ray, ) A P(x, jack)). Vyrobime prenexni tvar:
Va—(R(ray,z) A P(z, jack)) .

Prevedeme do PCNF:
Ve (-R(ray,z) V ~P(x, jack)) .

Ekvisplnitelnd mnozina klausuli pro =) tedy je:
S_y ={—R(ray,z) vV =P(x,jack)} .

Nyni mtazeme na M U S, U S—, pustit rezolu¢ni metodu.



1. R(ray,ken)

2. R(ray, sue)

3. R(sue,tim)

4. R(sue,sam)

5. R(sam,jack)

6. ~P(x,y)V Rz, f(z,y))

7. =P(z,y) vV R(f(z,y).y)

8.  —R(z,u)V-R(u, y) vV P(x,y)

9.  =R(ray,z’) VP2, jack) prejmenovali jsme proménnou x na =’ (i kdyz zde to nenf tfeba)
10. -R(z,u)V —R(u,jack)V =R(ray,z) 8,9,{z'/x,y/jack}
11.  —R(z,sam)V —R(ray,x) 5,10,{u/sam}

12. (ray, sue) 4,11 ,{z/sue}

13. 2,12

Mnozina M U S, U S—y, je tedy nesplnitelnd, a tudiz je konsekvent M U {¢} = v, tj. Ray je tedy
pradédeckem Jacka.

My se ale nemusi ptét nasi databdze jen na otdzky typu ano/ne. Pomoci rezoluéni metody lze
zjistit i konkrétni hodnoty. Napf. ptejme se, kdo je vnuk nebo vnucka Ray. Pomoci predikatové
logiky muzeme zformalizovat otdzku typu: existuje vnuk nebo vnucka Raye? Jde o sentenci ¢ =
Jz P(ray, z). Pomoci rezoluéni metody muzeme zjistit platnost tohoto konsekventu M U S, |=
Y, kde M a S, jsou stejné jako pfedtim. Ekvisplnitelnd mnozina klausuli pro —¢ je S-4 =
{=P(ray,z)}. Rezoluéni metoda davé:

R(ray, ken)
R(ray, sue)
R(sue, tim)

(z, y) V R(z, f(x,y))
z,y) V R(f(2,9),y)
z,u) V —R(u,y) V P(x,y)

(
(
(ray,z’) piejmenovali jsme proménnou z na z’
(
(
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ray,u) V - R(u,z’) 8,9,{z/ray,y/x'}
sue, x’) 2,10,{u/sue}
12. F 3,11,{a' /tim}
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=
|

Pomoci rezoluéni metody jsme tedy zjistili, ze Ray mé vnuka nebo vnucku. Navic mtuzeme z béhu
rezoluéni metody, zjistit kdo to je. N3 znegovany zavér je - P(ray,x’). Rezoluéni metoda zjistila,
co je tfeba dosadit za z’, abychom dostali spor F. To je vidét v poslednim kroku, kde pouzivdme
substituci {z'/tim}. Ray m4 tedy vnuka Tima.

Vsimnéte si, ze v tomto pfipadé jsme proménnou z v 9. fddku dikazu museli pfejmenovat. Kdy-
bychom tak neucinili, hledali bychom unifikaci P(z,y) a P(ray,z). Unifikace téchto atomickych
formulf je {z/ray,y/ray}. Dukaz by potom pokracoval takto:

R(ray, ken)
R(ray, sue)

R(sue, tim)

(sue, sam)
(

(z, y) V R(z, f(z,y))
(z,y) vV R(f(2,9),y)

(z,u) V=R(u,y) V P(x,y)
(ray, )
—R(
—R(

ray,u) V —R(u, ray) 8,9{x/ray,y/ray}
sue, ray) 2,10,{u/sue}

) N N Al ol
J
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Vidime, ze d&l nelze pokracovat, protoze R(sue,ray) ¢ M. Resolventa na 10. fddku totiz ztratila
na obecnosti, diky nevhodné substituci. V prvnim pfipadé jsme z predpokladu vyvodili, ze Sue
neni rodi¢em jakékoliv osoby nasem univerzu. V druhém piipadé jsme dostali jen specialni piipad,
ze Sue neni rodicem Raye.

5 Priklad

Zadani

Tento ptiklad je ukazkou toho, ze dokazovani rezolu¢ni metodou neni pro ¢lovéka piilis vhodné.
Ukazte, ze plati M = ¢, kde

M = {VaVyR(h(z,y),h(y,x)),
VaVyVz R(h(z, h(y, 2)), h(h(z,y), 2)) ,
Vaz R(h(x,0),z),
Vz3y R(h(zx,y),0),
Vo R(z,x),
VaVy(R(z,y) = R(y,)),
VavyVz((R(z,y) A R(y,z)) = R(z,2)),
VaVyVz(R(z,y) = R(h(z, 2),h(y,2)))},

¢ = VaVyVz(R(h(y,x),h(z,2)) = R(y, 2)).

ResSeni

Odpovidajici ekvisplnitelnd mnozina klausuli pro mnozinu M U {—p} je

<
=

(y,2),

V-R(y,z) V R(x, 2),
V R(h(z,2),h(y, z)),
h

Prubéh rezoluéni metody je nasledujici:



1 R(hz,y),h(y,))

2 R(h(x hly, 2)), h(h(x,y), )

3. R(h(z,0),x)

L Rz, f(2)),0)

5. R(z,x)

6. —R(z,y)V R(y,x)

7. =R(z,y)V-R(y,z) V R(z, z)

8.  —R(z,y)V R(h(z,2),h(y,2))

9. (h(b,a), h(c,a)

10. —R(b,c)

11. =R(z',y) VvV R(y',2") 6 prejmenovani

12. R(0, h(z, f(x))) 4,11{a"/h(z, f(x)),y'/0}

13.  R(z,h(z,0)) 3,11,{z'/h(z,0),y'/x}

14 R(h(h(x,y), z), h(z, h(y, 2))) 2,11{a"/h(x, h(y, 2)),y' [h(h(z,y), 2)}
15. =R(2',y")V-R(y',2) V R(2/, 2) 7 prejmenovani

16.  —R(h(y,z),2) V R(h(z,y),2) 1,15,{xl/h($,y),yl/h(y,ZL’)}

17. =R(h(y',2"),2) V R(h(z',y), ) 16 pfejmenovani

18. R(h(h(y,2),x), h(h(z,y), 2)) 21742’ [h(y, z), ' [z, 2" [h(h(z,y), 2)}
19. —R(2',y)V R(h(2', 2), h(y, 2)) 8 piejmenovani

20.  R(h(h(z, f(x)),2),h(0,z) 4,19,{z"/h(z, f(z)),y/0}

21 R(h(h(b, @), ), h(h(c, 0), 2)) 8.9,{a/h(b, ), y/h(c, )}

22.  R(h(«',0),2') 3 prejmenovani

23. —R(z,h(2',0)) V R(z,z’) 7,22 {y/h(z',0),z/z'}

24. —R(b,h(c,0)) 10,23, {z/b,2'/c}

25. —R(z',y" )V R(h(z',2),h(y, 2)) 8 piejmenovani

2. R((0,2), h(h(z, [(2)), 2)) 11,25, (a0, o/ /(. f(2)))

27, =R, h(z,y)) vV R(z', h(y, z)) L15{y"/h(2,y), 2/ My, )}

28.  —R(b,h(0,c)) 24,27 {z'/b,y/c,x/0}

29. —R(h(z,0),2)V R(x, z) 13,15{z' /x,y’ /h(x,0)}

30. —R(h(z',0),2)V R(2',2) 29 prejmenovan{

31. R(x,h(0,z)) 1,30{«'/x,y/0,2/h(0,2)}

32. —R(z,y")V-R(,Z)V R, 2) 7 prejmenovan{

3. R(h(z, hly, 2)), #) V R(W(h(5,y),2), ) 14,3200 [A(h(z,y), 2), o /e, Ay, 2)}
34.  R(h(z",y"),h(y", z")) 1 pfejmenovani

35, R(h(h(z, 1), 2), h(h(y, 2),2)) 33.34,42" [z, 4" [h(y, 2), # [h((y, 2),2)}
36. —R(z',h(h(z, f(z)),2)) V R(2', h(0, 2)) 20,32,{y’/h(h(z, f(x)), 2), 2" /h(0,2)}
37 R(b,h(h(r, f(2)), ) 28.36,{' /b, 2/}

38. —R(h(0,z),2) V R(x, z) 15,31,{«'/z,y' /h(0,z)}

39. —R(h(0,2'),2") vV R(2',2") 38 prejmenovén{

40.  R(z, h(h(z, f(x)),z2)) 26,39,{z'/z, 7' [h(h(z, f(x)),2)}

41.  =R(h(h(z, f(x)),2),2") V R(z, 2") 32,40,{x'/z,y' /h(h(x, f(x)),2)}

42.  R(h(h(y",2"),z"), h(h(z",y"), 2")) 18 pfejmenovani

13, R(zh(h(z2), f(2)) 4142, 2" 2, [, 2" £ (), & [z, 2), £ ()}
44. =R(2',h(h(x,y),2)) V R(a', h(h(y, 2),2)) 32,40,{y’/h(h(z,y),2), 2 /h(h(y, 2),z)}
45.  =R(b,h(h(z", f(2")),c)) 37 piejmenovén{

46.  —R(b, h(h(c,y), f(y)) 44,45 {x/c, 2’ /b,x" [y, 2/ f(y)}

47.  =R(h(h(z,z), f(2)),7") V R(z,2) 32,43{z'/z,y' /h(h(z,x), f(x))}

48.  R(h(h(b,a),z"),h(h(c,a),z")) 21 prejmenovén{

19, R(b,h(h(c.a), f(a))) 4748 /0, 2/b, 2" f(a), ' [h(h(c, @), f(a))}
50. F 46,49,{y/a}



