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Ekvisplnitelné mnoziny klausuli

Tvrzeni

Ke kazdé kone¢né mnoZiné sentenci K = {¢1, ..., pn} existuje
ekvisplnitelna mnozina klausuli S.

Jak se najde:
@ Pro kazdou klausuli ¢; umime najit ekvisplnitelnou mnozinu
klausuli S,,.
@ TakZe jedna moznost by byla vzit sentenci ¢1 A - - - A v @ vyrobit
Sy A Agn-

@ Tento postup ale vytvari zbyte€né mnoho argumentl u
skolemovskych funkci.

@ Ve skute€nosti staci vzit S = |J7_; S, s tim, Ze pro i # j
skolemovské funkce (konstanty) zavadené v S, jsou jiné nez ty
zavedenév S,
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Priklad

@ Méjme splnitelnou mnozinu sentenci
K = {3x P(x),3y(=P(y) A Q(y))}-

@ Oznatme ¢1 = Ix P(x) a 2 = Jy(=P(y) A Q(¥)).

o Pak S, = {P(a)} a S, = {~P(b),Q(b)}.

@ MnozinaS=S,, US,, = {P(a),~P(b), Q(b)} je hledany
ekvisplnitelna mnozina klausuli.

@ Kdybychom pouZili stejny konstatni symbol pfi vyrabéni S,, a S,,
dostali bychom nesplnitelnou mnozinu klausuli

{P(a),~P(a), Q(a)} -
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Jak zjistit nesplnitelnost mnoziny sentenci?

@ Nyni umime kazdou sentenci (ale i kone¢nou mnozinu sentenci)
prevést na ekvisplnitelnou mnozinu klausuli.

@ Klausule jsou univerzalné kvantifikovana formule.

@ Pokud tedy chceme ukazat, Ze mnozina klausuli je nesplnitelna,
musime ukazat, ze v kazdé struktufe najdeme prvky univerza
dokazujici nesplnitelnost dané mnoziny.

@ UvaZujme napt. mnozinu klausuli {P(x),=P(f(a))}.

@ Kdyz zasubstituujeme za x term f(a) dostaneme
{P(f(a)),—P(f(a))}, coz je nesplnitelnd mnozina.

@ Kde brat prvky? V kazdé strukture urcité mame k dispozici
interpretace termu a, f(a), f(f(a)), ...
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Herbrandovské univerzum

Definice
Necht S je mnoZzina klausuli v jazyce £. Herbrandovské univerzum Hg
mnoziny S je definovano induktivné:

@ a € Hgs pro kazdy konstatni symbol z L,

e f(ty,...,ty) pro kazdy n-arni funkCni symbol z £ a termy

L,...,th € Hs.

Pokud jazyk £ nema konstatni symboly, pfidame do L jeden libovolny
konstatni symbol.

Definice

Méjme Herbrandovské univerzum Hs mnoziny klausuli S v jazyce L.
Herbrandovska baze Bg pro S je mnozina vSech atomickych formuli v
jazyce L, které Ize vyrobit z Hg.

Rostislav Horéik (CVUT FEL) YO1MLO Letni semestr 2008/2009 5/18



|
Priklad

@ Uvazujme mnozinu klausuli
S1 ={P(a)Vv-P(b) Vv Q(z),-Q(z) v P(b)}. Pak

Hs,={a,b},  Bs, ={P(a),Q(a), P(b), Qb)} .

@ Uvazujme mnozinu klausuli So = {—=P(x, f(y)), P(w,g(w))}. Pak
Hs, = {a,f(a), g(a), f(f(a)), f(9(a)), g(f(a)), 9(9(a)), - - -} -

Bs, = {P(a, a), P(a,f(a)), P(f(a), a), P(f(a), f(a)), P(a.g9(a)), ...}

@ UvaZujme mnozinu klausuli S3 = {—=P(a, f(x,y)) v P(b,f(x,y))}.
Pak

Hs, = {a, b, f(a,a),f(a,b), f(b, a),f(b,b), f(a f(a a)),...}.
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Herbrandovska struktura

Definice

Necht S je mnozina klausuli v jazyce £. Herbrandovska L-struktura
pro mnozinu S je interpretace Hg, jejiz univerzum je Hs a kde
konstantni a funkéni symboly jsou interpretovany:

@ afs = apro kazdy konstatni symbol z £,
o fHs — f pro kazdy funkéni symbol z L.
Predikatové symboly mohou byt interpretovany libovolné.

Rekneme, Ze Herbrandovska struktura Hg pro mnozinu klausuli S je
Herbrandovsky model mnoziny S, pokud Hg je model S.
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Herbrandova véta

Véta
Necht S je mnoZina klausuli v jazyce bez rovnosti =.
Pak S ma model pravé tehdy, kdyz S ma Herbrandovsky model.

Jinymi slovy S je splnitelna pravé tehdy, kdyz existuje Herbrandovska
struktura pro mnozinu S, ve které je pravdivé kazdé ¢ € S.

Poznamka

Pokud tedy chceme zjistit, jestli je S splnitelna, nemusime zkoumat
vSechny struktury, ale staci se omezit na Herbrandovské struktury.
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Co s rovnosti?

@ Uvazujme sentenci ¢ = Vx(—(f(x) = x) A (f(f(x)) = x)).
@ Struktura A = ({a, b}, fA), kde fA(a) = b a fA(b) = a, je model ¢.
@ Herbrandovské univerzum pro ¢ je H, = {c, f(c), f(f(c)), ...}

@ ¢ zfejmé nem4 Herbrandovsky model H,, protoZe f(f(c)) # c.
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Rovnost

Véta

Necht S je mnozina sentenci v jazyku s rovnosti. Pak existuje mnozina
sentenci Sg v jazyku bez rovnosti takova, ze S je splnitelna pravé
tehdy, kdyz Sg je splnitelna.

Jak ji najdeme:

@ Rozsitime jazyk S o novy binarni predikatovy symbol E a kazdou
atomickou formuli tvaru t; = t, nahradime atomickou formuli
E(ty, ).

@ Nasledné pridame ke vzniklé mnoziné sentenci nasledujici
sentence:

Rostislav Horéik (CVUT FEL) YO1MLO Letni semestr 2008/2009 10/18



|
Rovnost (pokr.)

@ Interpretace E je ekvivalence:
e Vx E(x, x),
e VxVy(E(x,y) = E(y, x)),
o VXVyVz((E(x,y) A E(y,2)) = E(x, 2)).

© Kompatibilita:
e pro kazdy n-arni funkéni symbol f:

n
VX1 "‘Vxnv}ﬁ vyn(/\E(Xlayl) = E(f(xh~-~7Xn)af(}’1a~~7}’n))> ’
i=1
@ pro kazdy n-arni predikatovy symbol P:

n

R A ...Vyn((/\ E(xi, Y)AP(X1, ..., Xn)) = P(y1,...,yn)) .

i=1
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Priklad
@ Necht S = {Vx(—(f(x) = x) A (f(f(x)) = x))}.
@ Pak
Se = {Wx(=E(f(x), x) A E(f(f(X)), X)), VX E(X,X),
VXVy(E(x,y) = E(y, X)),
VxVyvz((E(x,y) N E(y,2)) = E(x,2)),
VxVy(E(x,y) = E(f(x),f(y))}-

@ Sg ma Herbrandovsky model Hs,, kde Hs, = {c, f(c), f(f(c)),...}
a ENse je ekvivalence na Hs,, jejiz rozklad obsahuje tyto dve tridy

ekvivalence:
Cy = {te Hs.|vtsevyskytuje sudy poCet symbolu £},
Co = {te Hs.|vtsevyskytuje lichy poCet symbolu f} .
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Ground instance

Definice

Necht' S je mnozina klausuli a ¢ € S. Ground instance klausule ¢ je
libovolna klausule, ktera vznikne z ¢ odstranénim vS§ech kvantifikatort
a substituci prvkua z Hg za vSechny jeji proménné. Napf.

-P(f(a)) v Q(f(f(a)), b) je ground instance VxVy(—=P(x) vV Q(f(x), y)),
které vznikne substituci x/f(a) a y/b.

Definice

Méjme mnozinu klausuli S. Ground instance klausuli z mnoziny S se
skladaji pouze z prvku Bg a logickych spojek. Zaved'me pro kazdou
formuli ¢» v Bg vyrokovou proménnou v,,. Necht' « je ground instance
nékteré klausule z S. Symbolem o oznagime formuli vyrokové logiky,
ktera vznikne z a nahrazenim v8ech vyskytt formuli z Bg odpovidajici
vyrokovou promeénnou.
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Priklad

Méjme mnozinu klausuli {=P(x) v Q(f(x),y), Q(x, b), P(a)}. Pak

Hs = {a, b, f(a), f(b), f(f(a)), f(f(b)),...}.

Bs = {P(a), P(b), P(f(a)), P(f(b)),...,
Q(a, a), Q(a, b), Q(b, b), Q(f(a), a)), Q(f(f(a)). b), ...} .

Pro ground instanci o = =P(f(a)) v Q(f(f(a)), b) mame

oV = <Ve(r(a)) V Vauira).b) -
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Dusledek Herbrandovy véty

Véta

Necht S je mnozina klausuli v jazyce bez rovnosti. Pak S je
nesplnitelnd prave tehdy, kdyz existuje koneCnha mnozina {«1,...,an}
ground instanci prvka z S takovd, ze mnozina {aY,..., o)} je
vyrokové nesplnitelna.
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Algoritmus na nesplnitelnost

Herbrandova véta dava navod jak poznat nesplnitelnost sentence ¢
(kone€né mnoziny sentenci).

@ Vyrobime ekvisplnitelnou mnozinu klausuli S,,.

@ Vygenerujeme kone¢né mnoho prvkd Herbrandova univerza Hs,,.
© Pomoci téchto prvki vygenerujeme ground instance klausuli z S,,.
© DP algoritmem ovéfime nesplnitelnost.

@ Pokud je splnitelna vrat' se k bodu 2.

Tento algoritmus neni efektivni. Pristé si ukazeme efektivnéjsi
algoritmus.
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Priklad

@ UvaZzujme sentenci ~(Vx(P(x) = Q(x)) = (¥x P(x) = Vx Q(x))).

® ~(Vx(P(x) = Q(x)) = (Vy P(y) = ¥z Q(2))).
e —vzaxIy((P(x) = Q(x)) = (P(y) = Q(2))).
@ JZVxVy—(—(=P(x) Vv Q(x)) V (=P(y) Vv Q(2))).

Q(
@ IzVxVy((=P(x) Vv Q(x)) A P(y) A ~Q(2)).
o VxVy((—P(x) v Q(x)) A P(y) A —~Q(a)).
e S={-P(x)V Q(x), P(y),~Q(a)}.
® Hs={a}
@ Substituce aza x a y dava {-P(a) v Q(a), P(a),-Q(a)}

@ Odpovidajici vyrokova mnozina klausuli {-p Vv q, p, ~q} neni
splitelna.
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Priklad (ten stejny s jinym postupem)

@ Uvazujme sentenci ~(Vx(P(x) = Q(x)) = (¥x P(x) = Vx Q(x))).

o ~(Vx(P(x) = Q(x)) = (Vy P(y) = V2 Q(2))).

o —IxIyvz((P(x) = Q(x)) = (P(y) = Q(2))).

© Vxvy3z—(=(=P(x) vV Q(x)) V (=P(y) vV Q(2))).

° Vxvy3z((=P(x) v Q(x)) A P(y) A ~Q(2)).

o Vxvy((=P(x) v Q(x)) A P(y) A =Q(f(x, ¥)))-

® S={-P(x)VQx), P(y), ~Q(f(x,y))}.

e Hs ={a,f(a a),f(f(a a),a),f(af(aa)),f(f(aa),f(aa),...}

@ Groundinst. {=P(f(a,a)) v Q(f(a, a)), P(f(a,a)), ~Q(f(a, a))},
kde prvni dvé vznikly substituci x/f(a, a), y/f(a, a) a treti
substituci x/a, y/a.

@ Odpovidajici vyrokovd mnozina klausuli {-p Vv q, p, ~q} neni
splitelna.
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