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Prenexni CNF

Definice

Literal je atomicka formule (tzv. pozitivni literal) nebo negace atomické
formule (tzv. negativni literal). Dvojice literal( se nazyva
komplementarni, pokud je jeden negaci druhého.

Definice
Formule predikatove logiky ¢ je v prenexni konjunktivni normalni
formé (PCNF), pokud je tvaru

Qix1...Qnxpa,

kde Q; je néktery z kvantifikatord, x1, ..., x, jsou navzajem rizné
proménné a « je oteviena formule v CNF (ij. konjunkce disjunkci
literalu).
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Véta
Kazda predikatova formule ¢ je ekvivalentni s néjakou formuli v PCNF
Q1 X1 ... Qnxpa, tj.

%2 =4 Q1X1 e QanOé

je tautologie.

Dukaz

@ Kazda formule ¢ je ekvivalentni s néjakou formuli v prenexni
normalni formeé Qi x; ... Qnxn 5.

@ Otevienou fomuli 5 muzeme ekvivalentné prepsat do CNF
pouzitim ekvivalenci znamych z vyrokové logiky:

Yy=x = PVx |Yvex = (VX)A(xVY)
~(vVx) = WwAx|-WAxY) = WV-ox
——p = ¢ YV AX) = (rVO)A(VX)
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Priklad
@ Vx(P(x)V S(x)) = Vx3y T(x,y),
@ Vx(P(x)V S(x)) = Vz3y T(z,y),
e Ix((P(x) Vv S(x)) = Vz3y T(z,y)),
@ xVzIy((P(x) Vv S(x)) = T(z,y)),

@ IxvzIy(—~(P(x) Vv S(x)) Vv T(z,y)),

(= (
@ Ixvz3y((—-P(x) A=S(x))V T(z,y)),

@ xVzIy((=P(x)V T(z,¥)) A (=S(x) vV T(z,y))).
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Skolemova véta

Véta (Skolem)

Necht ¢ je sentence. Pak existuje ekvisplnitelna sentence «, které je v
PCNF a obsahuje pouze univerzalni kvantifikatory, tj. ¢ je splnitelna
(ma model) pravée tehdy, kdyz « je splnitelna (ma model).

Naznak dukazu
@ Jde akorat o to, jak odstranit existencni kvantifikatory.
@ UvaZujme sentenci 3x P(x).

@ Pridame do jazyka novy konstatni symbol ¢ a tvrdime, ze
sentence P(c) ma pozadované vlastnosti.

@ Vime, Zze P(c) = 3x P(x) je tautologie, tj. model P(c) je i model
ax P(x).

@ Opacné, kdyz mame model 3x P(x), pak v ném staci interpretovat
symbol ¢ prvkem univerza, ktery ma vlastnost P.
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Naznak dikazu — pokracovani
@ Uvazujme nyni sentenci Vx3y P(x, y).

@ Pridame do jazyka novy funkéni symbol f a tvrdime, ze sentence
Vx P(x, f(x)) ma pozadované vlastnosti.

@ Kazdy model A formule Vx P(x, f(x)) je i model Vx3y P(x, y),
protoZe pro kazdy prvek univerza a € A existuje prvek fA(a) € A,
takovy Ze (a, fA(a)) € PA.

@ Opacné, kdyZz mame model A formule Vx3y P(x, y), tak pro kazdy
prvek univerza a € A existuje prvek b, € A, takovy Ze
(a, bs) € PA. Nyni sta&i interpretovat symbol f jako funkci
definovanou predpisem fA(a) = b,.
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Skolemizace — obecny postup

@ Necht Vx; ...Vx,3yy je formule v PCNF (¢ nemusi byt oteviend).

@ Pfidame do jazyka novy funkéni symbol f arity n. Je-li n =0,
pouzijeme novy konstantni symbol a.

@ Odstranime existencni kvantifikator a vSechny vyskyty proménné
y nahradime f(xq,..., Xp), tj. dostaneme formuli

VX1 .. VxXnp(Y/f(X1, ..., Xn))-

@ Tomuto procesu se fika skolemizace, funkénimu symbolu f
skolemizacni funkce, konstanté a skolemizacni konstanta.
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Priklad

@ Ekvisplnitelna sentence ze Skolemovy veéty nemusi byt
ekvivalentni s ptvodni sentenci!
@ UvaZujme opét sentenci Vx3y P(x, y).

@ Pak tato sentece plati ve struktuie N = (N, PN, fN) kde PN se
interpretuje jako < a fN(a) = a— 1.

@ Ale sentence Vx P(x, f(x)) je nepravdiva ve struktufe N.
@ Nicméné existuje struktura, kde je Vx P(x, f(x)) pravdiva, napf.

N’ = (N, PN Ny kde PN se interpretuje jako < a N'(a) = a + 1.
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Priklad

@ Uvazujme opét sentenci

IxVzIy (~P(x) vV T(z,y)) A (=S(x) vV T(z,y))) -

@ Pridame skolemizacni konstantu a a dostaneme:

vz3y((-P(a) v T(2.y)) A (~S(8) V T(2,9))) .

@ Pridame skolemizacni funkci f a dostaneme:

vz((=P(a) v T(z,f(2))) A (=S(a) v T(z,f(2)))) -
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Klausule

Definice

Klausule je sentence v PCNF takovd, Ze v8echny kvantifikatory ma
univerzalni a za kvantifikatory je pouze literal nebo diskjunkce literald.
Napt. Vx(—~P(x) Vv R(f(x), x)), R(a, b) jsou klausule. Naopak 3x P(x),
Vx(P(x) A R(a, x)) nejsou klausule.

Tvrzeni

Ke kazde sentenci ¢ existuje mnozina klausuli S, takova, Ze sentence
¢ je splnitelnd pravé tehdy, kdyz S, je splnitelnd.

Naznak dukazu
@ Predpokladame, ze ¢ je v PCNF po skolemizaci.

@ Pouzitim Vx(a A ) = (Vxa A ¥x[3), presuneme kvantifikdtory ke
vSem argumentim v kojunkci ve ¢.

@ Konjukci nahradime mnozinou klausuli.
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Priklad

@ Uvazujme opét sentenci ¢:
vz((-P(a) v T(z.1(2))) A (=S(a) vV T(z.1(2)))) -

@ Presuneme kvantifikator:
Vz(-P(a)V T(z,f(2))) N Vz(=S(a)V T(z,f(2))).

@ Vyrobime mnozinu klausuli:
S, ={Vz(-P(a)Vv T(z,f(z))), Vz(-S(a) v T(z,f(z)))}.

Zavedeme konvenci, Ze u klausuli nebudeme uvadét univerzalni
kvantifikatory, tj.

S, = {~P(a) vV T(z,f(2)), ~S(a) v T(z,f(2))}.
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