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Existenéni a univerzalni uzavér

Definice

Necht o(x1,...,Xs) je formule a x4, ..., X, jsou jeji volné proménné (1.
proménné, které maji volny vyskyt ve ). Pak sentence tvaru

axq -+ Ixnp(Xq, ..., Xn) S€ nazyva existencni uzaver formule ¢ a

VXq - - VXnp(X1, - . ., Xp) UNniverzalni uzaver formule .

Definice

Necht (x4, ..., Xxs) je formule a A struktura. Pak A = ¢(x1,...,Xn)
prave tehdy, kdyz A = Vxq - - - VXpp(Xq, . .., Xn)-

Slovné feceno, formule ¢(xq, ..., X,) je pravdiva (plati) ve struktufe A
prave tehdy, kdyz tam plati jeji univerzalni uzaveér.
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Tautologie, kontradikce, splnitelna formule

Definice
Méjme formuli . Struktura A, ve které je ¢ pravdiva, se nazyva model
formule .

Definice
Formule ¢ se nazyva

@ tautologie, jestlize je pravdiva v kazdé strukture
(kazda struktura je model),

@ splnitelna, jestlize je pravdiva alespon v jedné strukture
(existuje model),

@ nesplnitelna (kontradikce), jestlize je nepravdiva v kazdé strukture
(neexistuje model).
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Priklady

@ (Vx P(x)) A =(Vx P(x)) je kontradikce (dosazeni do vyrokové
kontradikce p A —p),

@ Yx3y Q(x,y) je splnitelna, protoZe plati v N = (N, QV), kde QN je
<, ale neni tautologie, protoze je nepravdiva ve strukture
N = (N,QV), kde QV je >.

@ (Vx P(x)) = P(c) je tautologie (z A = Vx P(x) plyne, ze a € PA
pro kazdé a € A, tudiz specialné cA ¢ PA),

@ P(c) = (3x P(x)) je tautologie.
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Splnitelnd mnozina a jeji model

Definice
Mnozina sentenci M se nazyva

@ splnitelna, pokud existuje struktura A, v niz jsou vS§echny sentence
z M pravdivé. Takové interpretaci se fika model M.

@ nesplnitelna, jestlize v kazdé strukture existuje sentence z M,
ktera je v ni nepravdiva.

Specialné prazdna mnozina () je splnitelna.
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Priklady

Necht P, Q jsou unarni predikatové symboly a ¢ konstatni symbol.
o M= {vx(P(x) = Q(x)), P(c), Ix(-Q(x))},
o N ={Vx(P(x) = Q(x)),P(c),~(3x Q(x))}.

@ M je splnitelna ve struktufe A = ({a, b}, P, Q*), kde c? = a,
PA = {a} a Q* = {a}.

@ N neni spnitelnd, protoze z prvnich dvou formuli plyne, Zze a ma
vlastnost Q.
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Sémanticky dlsledek

Definice

Rekneme, Ze formule ¢ je sémantickym diisledkem (konsekventem)
mnoziny sentenci S, pokud kazdy model mnoziny S je také modelem
univerzalniho uzavéru formule ¢. ZnaCime S = ¢.

Misto {1} = ¢ piSeme ¢ = ¢ a misto () = ¢ piSeme = .
Poznamka
V predikatové logice ma symbol = vice vyznamu. VySe definovany

vyznam je analogicky s vyznanem = ve vyrokove logice. Druhy
vyznam je vyznam pravdivosti formule ve strukture.
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Vlastnosti sémantického dusledku

Tvrzeni
Necht M a S jsou mnoziny sentenci a ¢ formule.
@ Jelipe S pak S E .
@ Je-lliMC SaME p,pak S E .
@ Je-li ¢ tautologie, pak N = ¢ pro kazdou mnozinu sentenci N.
@ Je-li = ¢, pak ¢ je tautologie.
@ Je-li S nesplnitelna, pak S = ¢ pro kazdou sentenci .

Véta
Pro kazdou mnozinu sentenci S a kazdou sentenci ¢ plati:

S & ¢ prave tehdy, kdyz SU {—¢} je nesplnitelna.
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Priklad

Méjme jazyk s konstatnim symbolem 0, unarnim funk&nim symbolem f
a binarnim predikatovym symbolem =. Necht

A = {x(f(x) # 0),Vxvy(f(x) = f(y) = x = y)}.

Pak pro libovolné n > 1 plati

AEYYX - VX3y(Y # X1 A -+ AN Y F# Xn).
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Ekvivalentni formule

Definice

Rekneme, Ze dvé formule ¢, ¢ jsou ekvivalentni (znageni ¢ = ),
pokud ¢ < 1 je tautologie.

Tvrzeni
Necht ¢, ¢ jsou sentence. Pak ¢ = ¢ pravée tehdy, kdyz ¢ H v (ij.
pEYayE o).

Véta

Necht ¢ je formule, ktera obsahuje formuli « jako podformuli. Pokud
a = 3, pak ¢ = v, kde ¢ vzniklo z ¢ nahrazenim formule « formuli 3.
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Priklady

Necht Q je binarni predikatovy symbol. Pak
@ VxVy Q(x,y) = Vyv¥x Q(x,y),
@ Ix3y Q(x,y) =3Jyax Q(x,y),

@ ale neplati Vx3y Q(x,y) = Jyvx Q(x, y).
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Distribuce kvantifikatort

Tvrzeni
Necht ¢ a 1 jsou formule a necht x se nevyskytuje volné v ¢. Pak
0 (Vxp) = (Ix—p), (—3Ixp) = (VXp),
® (P VVxp) =VxX(h V), (¥VIxe) =X V),
® (Y AVXp) =VX(h Ap), (¥ A3xp) = IX( A ),
° (¢ = Vxp) =VX(¥ = @), (¥ = 3x¢) = (Ax(P = ¢)),

0 (Vxp =) =3x(p =), (Ixe =) =Vx(p = ).
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Substituce

@ Oznacme ¢(x/t) formuli, ktera vznikne z formule ¢ nahrazenim
kazdého volného vyskytu proménné x termem ¢.

@ Pokud plati Vxp(x) néjaké interpretaci, tak by mélo platit ¢(x/t)
pro libovolny term; podobné z platnosti p(x/t) by mélo plynout
Axp(x).

@ Takhle jednoduché to ale neni! Napf. pro ¢ = Jy(x < y) formule
Vxp(x) plati v R, ale o(x/y) = 3y(y < y) je nepravdiva v R.

Definice

Rekneme, Ze term t je substituovatelny za proménnou x ve formuli ¢,
jestlize zadny vyskyt proménné v termu t se substituci nestane
vazanym.
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Pfejmenovani vazané promeénné

Tvrzeni

Je-li term t substituovatelny za proménnou x ve formuli ¢, pak
Vxe = p(x/t) a ¢(x/t) = Ixp jsou tautologie.

Tvrzeni

Necht' y je proménna substituovatelna za x ve formuli ¢, ktera se ve ¢
nevyskytuje volné. Pak

Vxp =Vyp(x/y), Ixp = Ayp(x/y).

Rostislav Horgik (CVUT FEL) YO1MLO Letni semestr 2007/2008 14/16



Prenexni normalni tvar

Definice

Rekneme, Ze formule ¢ je v prenexnim normalnim tvaru, jestlize ma
tvar Qi X1 ... Qnxn a, kde Q; je néktery z kvantifikatord, xq, ..., X, jsou
navzajem rlzné proménné a « je oteviena formule.

veta

Kazda predikatova formule ¢ je ekvivalentni s néjakou formuli v
prenexnim normalnim tvaru Qg x; ... Qnxs a, ij.
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Predikatova logika

Postup vytvareni prenexniho normalniho tvaru

@ Prejmenujeme proménné formule ¢ tak, aby kazdy kvantifikator

vazal jinou proménnou.
@ Pouzijeme tautologie popisujici distribuce kvantifikatord pres

jednotlivé logické spojky.
Uvazujme formuli, kde R, < jsou binarni predikatové symboly a K
ternarni:
Ix R(x,y) = ¥x(3zK(z,x,y) N =Vz(z < X)),
Ix R(x,y) = Yu(3zK(z,u,y) AN =Vv(v < U)),
Ix R(x,y) = Yu(3zK(z,u,y) AN3v—-(v < u)),
Ix R(x,y) = Vu3azav(K(z,u,y) A —(v < u)),
Vx(R(x,y) = Yu3zav(K(z,u,y) A —(v < u))),
vxvudzav(R(x,y) = (K(z,u,y) A=(v < u))) .
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