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Motivace

@ Vyrokova logika studuje pouze vztahy mezi elementarnimi vyroky
(nikoli je samotné).

@ Predikatovd logika tyto elementarni vyroky dale strukturuje.

@ Tudiz umoznuje zformalizovat nékteré usudky nelze postihnout
vyrokovou logikou napf.

Sokratés je Clovek.
Kazdy Clovék je smrtelny.
Sokratés je smrtelny.

@ Ve vyrokové logice tento Usudek nelze zformalizovat, protoze
pouzité vyroky spolu nesouvisi (Usudek by odpovidal tvrzeni
{p, q} = r, které neplati).

@ Souvislost mezi vyroky je tfeba hledat uvnitf vyroka.
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Motivace

@ Véta “Kazdy &lovék je smrtelny.” m4 intuitivné tvar implikace. Rika,
Ze kazdy objekt x, ktery je Clovék, ma vlastnost byt smrtelny.
Formalné

vx(Clovék(x) = Smrtelny(x)).

@ Véta “Sékratés je Clovek.” nam fikda, ze objekt “Sokratés” ma
vlastnost “byt ¢lovek”. Formalné

Clovék(Sokratés) .

@ VyS8e zminény Usudek nam tedy dava

Smrtelny(Sékratés) .

Rostislav Horéik (CVUT FEL) YO1MLO Letni semestr 2007/2008 3/20



Potfebné prvky jazyka

Logika, ktera umi postihnout Usudek se Sokratem (ale hlavné také
usuzovani matematiku), je logika predikatova (nékdy také prvoradova).

Pokud chceme formalizovat vySe uvedené veéty, je zfejmé, Zze nas
formalni jazyk musi obsahovat nasledujici polozky:

@ logické spojky (=)

@ konstanty pro objekty (Sékratés),

@ proménné pro objekty (x),

@ symboly pro vlastnosti (predikaty) jako “byt Clovék” a “byt

smrtelny”,
@ kvantifikator “pro kazdé” (V).
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_________________Prodkiivilkgia |
Dalsi priklad

Ukazme si jinou vétu, kterou bychom radi postihli jazykem predikatové
logiky:

@ Pro kazdé realné Cislo x existuje realné Cislo y takové, ze

X=y+y.
@ Formani zépis
VX@Ey(x =y +Y)).

Nové prvky:

@ kvantifikator “existuje” (3),

@ binarni predikat “byti rovno” (=),

@ funkcni symbol +, ktery dvojici objektll x, y pfifazuje objekt x + y.
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Jazyk predikatové logiky

Definice
Jazyk predikatové logiky £ se sklada z
@ logickych symbold

e spocetné mnoziny objektovych proménnych Var = {x,y, z, ...

@ vyrokovych logickych spojek —, A, V, =, <,
@ obecného (univerzalniho) kvantifikatoru V a existe¢niho
kvantifikatoru 3,
@ specialnich (mimologickych) symbold
e mnoziny predikatovych symbold R = {P, Q, R, ...},
e mnoziny konstatnich symboll C = {a, b, c, ...},
e mnoziny funkénich symbolt F = {f, g, h, ...},
© pomocnych symboll: zavorky a ¢arka.

Kazdy predikatovy a funéni symbol ma danou aritu (Cetnost).
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Termy

Definice
Mnozina (£-)termuU jazyka L je definovana témito pravidly:
@ Kazda proménna a kazdy konstatni symbol je term.

@ Jestlize f je funkéni symbol arity na ty, .. ., t, jsou termy, pak
f(ti,..., ) je také term.

© Nic, co nevzniklo kone¢nym pouzitim 1 a 2, neni term.

Priklady
Mejmé jazyk obsahujici unarni funkéni symbol f, binarni funkéni
symbol + a konstatni symbol 0. Pak nasledujici jsou termy:

@ x + 0 (piSeme x + y misto +(x, y)),
@ 0+ (0+(0+0)),
e f(f(x)+ f(0+0)).

Rostislav Horéik (CVUT FEL) YO1MLO Letni semestr 2007/2008

7/20



Formule

Definice

Atomicka (£-)formule je predikatovy symbol P aplikovany na tolik
termu, kolik je jeho arita. Tj. pro n-arni P € R atermy t;,...,t, je
P(t,...,ty) atomicka formule.

Definice
Mnozina (£-)formuli je definovana témito pravidly:
@ Kazda atomicka formule je formule.

@ Jsou-li ¢ a ¢ dvé formule, pak (=), (¢ A ), (¢ V), (¢ = ),
(¢ < ) jsou opét formule.

© Je-li p formule a x proménna, pak (Vxy) a (Ixp) jsou opét
formule.

© Nic, co nevzniklo kone¢nym pouzitim 1 az 3, neni formule.
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DalS$i terminologie

Konvence

Ohledné psani zavorek budeme pouzivat stejné konvence jako ve
vyrokové logice. Navic misto Qqx1(Qux2¢) budeme psat jen
Q1 Xq QnggO, kde Q,‘ € {V, 3}.

Definice

Podretézec formule ¢, ktery odpovida podstromu derivacniho stromu ¢
ur¢eného vrcholem s predikatovym symbolem, logickou spojkou nebo
kvantifikatorem, se nazyva podformuli formule .
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Predikatova logika

Definice
Méjme formuli ¢ a proménnou x, ktera se vyskytuje ve .
@ Vyskyt proménné x je vazany ve o, jestlize se x vyskytuje v
néjaké podformuli formule ¢ tvaru (3x1) nebo (Vxv)).
@ V opacném pripadé mluvime o volném vyskytu.
UvaZzujme formuli v jazyku s unarnim funénim symbolem f, binarnim
funkCénim symbolem + a binarnimi predikatovymi symboly <, =

Ix(x <y A Vy(z+1f(y)=x)).

@ vyskyt proménné z je volny,
@ vSechny tfi vyskyty proménné x jsou vazaneé,
@ proménnd y ma prvni vyskyt volny a druhy vazany.
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Sentence a otevrené formule

Definice

@ Pokud ma formule ¢ pouze vazané vyskyty proménnych, pak se
nazyva sentence (uzaviena formule).

@ Pokud ma formule ¢ pouze volné vyskyty proménnych, pak se
nazyva oteviena formule.

Priklady
@ VzVy3dx(x <y A Vy(z+ f(y) = x)) je sentence,
@ x <y N z+f(y) = x je oteviena formule,
@ dx(x <y A Vy(z+ f(y) = x)) neni ani uzavfena ani oteviena,
@ 0 < f(f(0)) je uzaviena i oteviena.
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Predikatova logika

Znaceni
@ Formuli ¢ s volnymi proménnymi xi, ..., X, budeme znacit
o(X1,. .., Xn).
@ Méjmetermy tq,...,t,. Pak ¢(t,..., ty) oznaCuje formuli, kde je

kazdy volny vyskyt proménné x; nahrazen termem t;.

@ Pokud ¢(x,y) je 3z(x + y < z), pak napt. ¢(0, f(0) + y) oznaluje
formuli 3z(0 + (f(0) + y) < 2).

@ Kdykoliv budeme tuto notaci pouzivat, budeme vzdy predpokladat,
Ze zadny z term0 t; neobsahuje proménnou, ktera ma vazany
vyskyt ve . Napf. kdyz ¢(x) je y—(x = y), pak neni dovolené
psat ¢(y).
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Sémantika predikatové logiky

Co je tedy tfeba k ureni vyznamu predikatové formule?

vx(Clovék(x) = Smrtelny(x)),
VX(3y(x=y+y)).

@ Urcit odkud jsou objekty (u prikladu se Sokratem to mohla byt
napf. mnozina vSech bytosti ve vesmiru, u pfikladu s realnymi
Cisly to byly realna cisla).

@ Vymezit objekty (n-tice objektl), které maji dané vlastnosti (napf.
které objekty jsou ¢lovék nebo ktera dvé redlna Cisla jsou si
rovna).

@ Urcit vyznam konstant a funkénich symbolQ (napf. + reprezentuje
sCitani redlnych Cisel).

@ Urcit vyznam logickych spojek a kvantifikatoru.
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Struktury

Definice

Méjme jazyk £ = R U C U F. Struktura pro jazyk £ (L-struktura) je
neprazdna mnozina A (universum) spolu se zobrazenim [—], které
spliuje nasledujici body:

@ kazdému predikatovému symbolu P € R arity n pfifazuje
podmnozinu [P] mnoziny A", tj. n-arni relaci na mnoziné A,

@ kazdému konstatnimu symbolu a € C pfifazuje prvek [a] z A,

© kazdému funkénimu symbolu f € F arity n pfifazuje zobrazeni
[f]: A" — A.

© Pokud mame v R symbol =, pak [=] = {(a,a) | a € A}.
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Priklady interpretaci

Priklad

Uvazujme jazyk £ s binarnim predikatovym symbolem H, konstatnim
symbolem 0. £-struktura je napt. dvojice (A, [—]), kde A= {a, b, c,d},
[[0]] =G, [[H]] = {(av b), (a7 C)? (bv C)v (Cv d)? (dv a), (d7 b)}

Konvence

L-struktury budeme zkracené oznacovat tuénou variantou téhoz
pismene, kterym je oznaceno universum. Déle misto interpretace [P]
ve struktufe A pro P € £ budeme psat PA. Pokud je jazyk £ kone&ny,
budeme strukturu psat jako n-tici. Napf. pro strukturu z pfikladu

nahore:
A= (A HA 0A.
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Sémantika predikatové logiky

Priklad

Méjme jazyk £ s binarnimi predikaty <, =, binarnimi funk&nimi
symboly +, - a dvémi konstantami 0, 1. £-struktura je napf.
R= <R7 +Ra 'Ra OR7 1R7 §R>s kde

<R
OR
1R
+R:R2 SR
R R? R

{(a, b) € R? | aje mens&i nebo rovno b},
realné ¢islo nula,

realné Cislo jedna,

sCitani reélnych Cisel

nasobeni realnych Cisel .

R budeme nazyvat struktura realnych Cisel.

V ptipadech, jako je tento, kdy aritmetické symboly maji “obvykly”

vyznam, si dovolime neduslednost a budeme psat R = (R, +,-,0,1, <).
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Hodnota termu ve strukture

Definice

Mé&jme strukturu A a t term bez proménnych. Pak jeho hodnotu tA
takto:

@ Je-li term t konstatni symbol ¢ € C, pak jeho hodnota je t* = cA.

@ Jelit="f(t,...,t) pro f € F a t; termy, pak jeho hodnota je
th = AR, ... D).

Priklad

Necht R je struktura realnych Cisel z minulého slidu a
t={1+1)-(1+(1+0)). Pak tR = 4.
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Pravdivostni hodnota sentence ve strukture

Definice

Necht A je struktura. Budeme induktivné definovat pravdivost
sentence ¢ ve struktufe A. Znaceni A = .

Necht ¢ = P(t,..., ts) je atomicka sentence. Pak A = ¢ pokud,
(th, ... th) e PA.

Necht o = —). Pak A = ¢ praveé tehdy, kdyz A }= ¢ (1. ¢ je
nepravdiva).

Necht ¢ = ¢ A x. Pak A |= ¢ prave tehdy, kdyZ A =y a A = .
Necht ¢ = ¢ V x. Pak A |= ¢ pravé tehdy, kdyz A |= ¢ nebo
AEx.

Necht ¢ = ¢ = x. Pak A }£ ¢ prave tehdy, kdyz A |= ¢ a A |~ x.
Necht ¢ = ¢ < x. Pak A |= ¢ prave tehdy, kdyz v a x jsou bud
obé pravdivé nebo nepravdivé.
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________ Sémantkapredikiiové logiky |
Pravdivostni hodnota sentence (pokracovani)

Definice

Necht L je jazyk a A je L£-struktura. Pak L je jazyk, ktery vznikne z £
pridanim konstatnich symboll pro kazdy prvek A, {j.
La=LU{ca]| ac A}

Symbolem A; pak oznacujeme La-strukturu, kterd vznikne z A
interpretaci [ca] = a. Symboly c,, a budeme obcas ztotoznovat.

Definice
@ Necht ¢ = Vxu(x). Pak A = ¢ prave tehdy, kdyz pro vS§echny
ac Aplati Ac = ¢(ca).
@ Necht ¢ = Jxw(x). Pak A = ¢ prave tehdy, kdyz existuje a € A
plati Ac = 1(ca).
@ Pokud ¢ neobsahuje x volné, pak A = ¢ pravée tehdy, kdyz A = 9.
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Priklady

@ Méjme strukturu A = (A, RA), kde A= {p,q,r} a
RA = {(pa CD? (pv I‘), (q7 I’)}

@ Pak A £ 3Ix R(x,x) a A E —-3x R(x, x).
© Dale A EVxVyvz((R(x,y) A R(y,2)) = R(x, 2)).

© Méjme strukturu redlnych ¢isel R = (R, +,-,0,1, <) a podobné
strukturu celych ¢isel Z = (Z,+,-,0,1, <).

@ PakREVXIy(x =y +y),aleZEVxIy(x =y +Yy)
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