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Sémanticka véta o dedukci

Véta
Pro mnozinu formuli S a formule ¢ a v plati

SU{y} = ¢ prave tehdy, kdyz S = ¢ = ¥.

Ddkaz
@ Zleva doprava: necht u(S) = 1. Pokud u(y) = 0, pak
u(ep = 1) = 1. Pokud u(p) = 1, pak z pfedpokladu plyne
u(y) =1,1. u(lp =) =1.
@ Zprava doleva: necht u(SU {¢}) =1,1. u(¢) =1au(S) =1.
TakZe z predpokladu plyne u(p = v) = 1. Z pravdivostni tabulky
pro implikaci tedy plyne u(vy) = 1.
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Tautologicka ekvivalence

Definice

Rekneme, Ze formule ¢ a ¢ jsou tautologicky ekvivalentni (sémanticky
ekvivalentni), jestlize ¢ |= v a také ¥ = ¢. Tento fakt oznacujeme

o H .

Pozorovani

Formule ¢ a v jsou tautologicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyz pro
kazdé pravdivostni ohodnoceni u plati u(y) = u(t). Tj. pravée tehdy,
kdyz formule ¢ < 1 je tautologie.
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Kongruence

Véta

Relace H na mnoziné v8ech formuli P(A) je ekvivalence. Navic, jsou-i
©, 1, a, (8 formule spliujici ¢ H ¢ a o H 3, pak plati

° —pH

o phNaHYAS

° pVaHYVp

o p=aHyY=0

oo aHY S

Dusledek

Necht ¢ je formule a o nékterd jeji podformule. Pokud o H 3, pak
© H 1, kde 1 je formule vznikla z ¢ nahrazenim podformule « formuli

3.
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Vlastnosti spojek

Véta
Pro kazdé formule «, 3, v, tautologii T a kontradickci F plati:

@ aNaHa,aVaH a(idempotence)

@ aNBHPBANa, aV B H BV a(komutativita)
aN(BAy)H(aAB)Ay, aV(BVy)H (aVB)Vy (asociativita)
aN(aVp)Ha, aV(anp)H a(absorpee)

——a H « (zakon dvojné negace)
—(aAp)H —aV -6, -(aVp) H -aA-p (De Morganovy zakony)

aA(BVY) H(aAB)V(any), aV(BAy)H(aVB)A(aVa)
(Distributivita)

e ThaHa, TVaH T,FAaHF, FVvaHa
@ aN—-aHF,av-aHT
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Booleovské funkce

Definice
Zobrazeni f: {0,1}" — {0, 1} se nazyva Booleovska fce. Kazdé
formuli ¢ sestavenou z vyrokovych proménnych xi, ..., x, mizeme

pfifadit Booleovskou funkci f,: {0,1}" — {0, 1} takto
fo(at,...,an) = u(y),

kde u je ohodnoceni takové, Ze u(x;) = a;.

Tvrzeni
Pro dvé formule ¢ a ¢ plati ¢ H ¢ prévé tehdy, kdyz f, = f,.
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Normalni formy

Definice
@ Literal je logicka proménna nebo negace logické proménné.
@ Rekneme, Ze formule je v disjunktivnim normalnim tvaru (DNF),
jestlize je disjunkci jedné nebo nékolika formuli, z nichz kazda je
literdlem nebo konjunkci literald.

@ Rekneme, Ze formule je v konjunktivnim normalnim tvaru (CNF),
jestlize je konjunkci jedné nebo nékolika formuli, z nichz kazda je
literdlem nebo disjunkci literalu.

Priklad
@ DNF: (x A—=y)V(Y¥ANZ)V (X Ay N—2Z)
@ CNF: (xV-y)A(YyVZ2)A(—xVyV-2)
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Disjunktivni normalni forma

Véta

Ke kazdé Booleovskeé funkci f existuje formule ¢ v DNF takova, Zze
f=f,.

Dusledek
Ke kazdé formuli « existuje formule 3, ktera je v DNF a oo H S.
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Konjunktivni normalni forma

Véta

Ke kazdé Booleovskeé funkci f existuje formule ¢ v CNF takova, Zze
f=f,.

Dusledek
Ke kazdé formuli « existuje formule 3, ktera je v CNF a oo H S.
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Unarni spojky

@ f3 —negace —x
@ f; —kontradikce F (nularni)
@ f, —tautologie T (nularni)
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Vyrokova logika

Binarni spojky
Xy H f1 fg f3 f4 f5 f6 fz fg
oj0ojyo0jo0jo0f0|{0j0j0]|O0
0Oj|110j0|0 0|1 [1T]1]1
110[0jO0O|1 |1 /0|0 1|1
1/1}0}{1j0(10|1]0|1

@ f; — kontradikce F
@ f, —konjunkce x A y
@ fg —disjunkce x V y

@ f; —vyluCovaci nebo (XOR) x &y H —(x = y)
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Binarni spojky

@ fig —ekvivalence x < y
@ fi4 —implikace x = y
@ fig —tautologie T

x|y || fol| 1| fizl|fis| fia| fis | fie
0|0 1 1 1 1 1 1 1 1
o100 0 0 1 1 1 1
110 0| 0 1 1 0 0 1 1
1110 1 0 1 0 1 0 1

@ fy — Peirceova Sipka (NOR) x | y H ~(x V y)
@ fi5 — Shefferlv operator (NAND) x | y H —(x A y)
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Uplny systém spojek

Priklad
p=(xNy)=(y=KV-y)).
ProtoZze a= b H —aV b mame:
¢ H~(xAy)V (= V(X Vv —y)
eH-"XVayV-oyVx HxVay

Definice

Rekneme, Ze mnozina logickych spojek A tvoti tplny systém logickych
spojek, jestlize pro kazdou formuli o existuje formule 3 s ni
tautologicky ekvivalentni, ktera pouziva pouze spojky z mnoziny A.
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Uplny systém spojek

Tvrzeni
Necht A tvoii Uplny systém logickych spojek a necht I je mnozina
spojek. Jestlize plati

@ pro kazdou binarni spojku O € A existuje formule « obsahujici
pouze spojky z mnoziny I1 takova, ze o H xOy,

@ pro kazdou unarni spojku ¢ € A existuje formule 5 obsahuijici
pouze spojky z mnoziny I takova, ze g H Ox,

@ pro kazdou nularni spojku K € A existuje formule ~ obsahujici
pouze spojky z mnoziny I takova, ze v H K,

pak I je také Uplny systém logickych spojek.
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Priklady Uplnych systému spojek

Tvrzeni
Nasledujici mnoziny tvofi Uplny systém logickych spojek:

{_'7\/}7 {_'?/\}7 {_'7:>}’ {:>’F}7 {‘}7 {l}

Tvrzeni

Mnozina {A, V,=, <} (ani zadna jeji podmnozina) netvofi Uplny
systém logickych spojek.
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