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Logika jako formalni jazyk

Proc formalni jazyk?
@ Pfirozené jazyky jsou slozité a ¢asto nejednoznacné.

@ Ve védach jako je matematika, fyzika, informatika, naopak
potfebujeme nase znalosti vyjadfovat pfesnym a jednoznacnym
zplsobem.

@ Komunikace s formalnimi nastroji musi byt formalni (logické
databaze, uméla inteligence . . .)

Rysy formalniho jazyka:
@ Syntaxe (prvotni) — jak se tvofi fraze jazyka.
@ Sémantika — co vytvorené fraze znamenaji.
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Vyroky a logické spojky

Vyrok — tvrzeni o kterém Ize rozhodnout, zda-li je pravdivé &i nikoli.

Pomoci logickych spojek vytvarime z vyrokl dal$i vyroky. Logické
spojky jsou:
@ neni pravda, ze; oznacCujeme ji — a nazyvame ji negace;
@ a; oznacujeme ji A a nazyvame ji konjunkce;
@ nebo; oznaCujeme ji V a nazyvame ji disjunkce;
@ jestlize ..., pak ...; oznaCujeme ji = a nazyvame ji implikace;
@ prave tehdy, kdyz; oznaCujeme ji < a nazyvame ji ekvivalence.

Rostislav Horgik (CVUT FEL) YO1MLO Letni semestr 2007/2008 4/15



Vyrokové formule Syntaxe

Necht A je mnozina elementarnich vyrokl (vyrokovych proménnych).
Konec&nou posloupnost prvkl z mnoziny A, logickych spojek a zavorek
nazyvame vyrokova formule (zkracené jen formule), jestlize vznikla
podle nasledujicich pravidel:
@ Kazda vyrokova proménna (elementarni vyrok) a € A je vyrokova
formule.
Q@ Jsou-li a, 3 vyrokové formule, pak (—«), (a A B), (aV 3), (a = )
a (o & p) jsou také vyrokove formule.
© Nic jiného nez to, co vzniklo pomoci koneéné mnoha pouziti bodl
1 a 2, neni vyrokova formule.
VsSechny formule, které vznikly z logickych proménnych mnoziny A,
znacime P(A).
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Vyrokova logika

Poznamka

Negace se nazyva unarni spojka a ostatni spojky binarni. Vyrokové
proménné znacime malymi pismeny napf. a, b, c, . . ., formule znacime
malymi feckymi pismenky napf. «, 3,7, . . ..

Umluva
NepiSeme vnejsi zavorky a — vaze nejsilngji.

Priklad
Jefetézec (x = y) = ((—-x Vy) A (y = —x)) formule?

NE: x, y jsou neznamé symboly.
MOZNA ANO: musi byt x, y € A a fetezec musi byt vytvoren podle
pravidel syntaxe: ke zjisteni pouzivame syntaktické stromy.
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Vyrokova logika

@ Derivacni strom formule — kofenovy strom jehoz uzly obsahuji
logické spojky a listy vyrokové proménné.

@ Podformule formule o — formule odpovidajici podstromim
derivacniho stromu formule a.

@ Hloubka formule — vy$ka jejiho derivacniho stromu, napf. formule
(x=y) = ((=xVy)A(y = X))

ma hloubku 4.

Rostislav Horgik (CVUT FEL) YO1MLO Letni semestr 2007/2008 7/15



Vyrokova logika

Ohodnoceni Sémantika
Definice
Pravdivostni ohodnocenf je zobrazeni u: P(A) — {0, 1}, které spliiuje
pravidla:
@ u(—«a) = 1 prave tehdy, kdyz u(a) = 0;
u(a A B) = 1 prave tehdy, kdyz u(a) =1 a u(g) = 1;
u(a Vv 8) = 0 prave tehdy, kdyz u(a) =0 a u(g3) = 0;
@ u(a = () = 0 prave tehdy, kdyz u(a) =1 a u(g) = 0;
@ u(a < B) =1 prave tehdy, kdyz u(a) = u(p).
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Vyrokova logika

Pravdivostni tabulky

Vlastnosti, které pravdivostni ohodnoceni musi mit, znazorfiujeme téz
pomoci tzv. pravdivostnich tabulek logickych spojek.

a‘ﬂ“a/\ﬂ‘a\/ﬂ‘aiﬂ‘a@ﬂ
o || ~« 0|0 0 0 1 1
ol 1 01 0 1 1 0
1] 0 110 0 1 0 0

101 1 1 1 1

Véta

Kazdé zobrazeni up: A — {0, 1} jednoznacné ur€uje pravdivostni
ohodnoceni u: P(A) — {0, 1} takové, Ze u(a) = up(a) pro vSechna

a € A. Ohodnoceni u, v: P(A) — {0, 1} jsou totozna prave tehdy, kdyz
pro vSechny logické proménné x € A plati u(x) = v(x).
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Pfiklad pravdivostni tabulky formule

Napiste pravdivostni tabulku formule

(x=y)= ((=xVy)A(y = ~x)).

xly|(x=y) = (=xVy) A (y= X))
00 1 1 1 1 1
01 1 1 1 1 1
110 0 1 0 0 1
111 1 0 1 0 0
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Vyrokova logika

@ Pravdivostni ohodnoceni formule zavisi pouze na ohodnoceni
téch logickych proménnych, které obsahuje, a téch je konecné
mnoho.

@ Jakoukoli sémantickou otazku (o kone¢né mnoha formulich) ve
vyrokové logice Ize fesit prohlizenim pravd. tabulky (obecné
neefektivni).
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Tautologie, splnitelna formule, kontradikce

Definice
Formule se nazyva:

@ tautologie, jestlize je pravdiva ve v§ech pravdivostnich
ohodnocenich, napf x V —x;

@ kontradikce, jestlize je nepravdiva ve vSech pravdivostnich
ohodnocenich, napf. x A —x;

@ splnitelna, jestlize existuje aspon jedno pravdivostni ohodnoceni,
ve kterém je pravdiva, napf. x = —x (neni tautologie).
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Mnoziny formuli

Definice

Rekneme, Ze mnozina formuli S je pravdiva v ohodnoceni u, jestlize
kazda formule z S je pravdiva v u, {j. je-li u(¢) = 1 pro vdechna ¢ € S.
Zapis u(S) = 1.

Rekneme, e mnozina formuli S je splnitelna, jestlize existuje
pravdivostni ohodnoceni u, ve kterém je S je pravdiva.
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Semanticky disledek

Definice

Rekneme, ze formule ¢ je sémantickym diisledkem (konsekventem)
mnoziny formuli S, jestlize ¢ je pravdiva v kazdém ohodnoceni u, v
némz je pravdiva S.

Konsekvent S |= ¢ plati, pokud
pro vSechna ohodnoceni u plati: u(S) < u(p).

Konsekvent S = ¢ neplati, jestlize
existuje ohodnoceni u takové, Ze u(S) =1 a u(y) =0.

Konvence
Pro jednoduchost piSeme « = 3 misto {a} E S a = ¢ misto ) = .
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Semanticky disledek

Tvrzeni
Pro mnozinu formuli S a formuli ¢ plati:
@ S| ¢ prokazdou ¢ € S.
@ Tautologie je konsekventem kazdé mnoziny formuli S.
@ Formule ¢ je tautologie prave tehdy, kdyz = ¢.
@ Kazda formule je konsekventem nesplnitelné mnoziny formuli.

Tvrzeni
Pro mnozinu formuli S a formuli ¢ plati

S E ¢ prave tehdy, kdyz SU {—} je nesplnitelna.
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