Rostislav Horgik (CVUT FEL)

Matematicka logika
2. prednaska

Rostislav Horc¢ik

horcik@math.feld.cvut.cz
horcik@cs.cas.cz
WWwW.CS.cas.cz/~horcik

YO1MLO

Letni semestr 2007/2008

1/8



Zobrazeni

Definice

Méjme mnoziny A, B. Binarni relace f C A x B se nazyva zobrazeni
mnoziny A do mnoziny B, pokud

@ pro kazdé a € A existuje b € B takové, ze (a, b) € f,
Q prokazdé ac Aab,ce Btz (a,b)efa(a,c)ec fplatib=c.

@ Fakt, ze f je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B se znaci

f: A— B.
@ Jestlize (a, b) € f, jednoznacna hodnota b se oznacuje f(a).
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Vzajemné jednoznacné zobrazeni

Definice
Méjme zobrazeni f: A — B.
@ f se nazyva prosté, pokud f(x) # f(y) pro x # y.
@ f se nazyva na, pokud pro kazdé y € B existuje x € A takové, Ze
fx)=y.
@ f se nazyva bijekce, pokud je prosté a na.

Poznamky
@ Ke kazdé bijekci f: A — B, existuje f~1: B — A.
@ SloZeni dvou prostych zobrazeni (bijekci) je opét prosté (bijekce).
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Mohutnost

Definice

Rekneme, Ze dvé mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, jestlize
existuje bijekce f: A — B. Tento fakt znac¢ime |A| = |B|.

Tvrzeni
Necht A je mnozina. Pak
e A=A

© Kdyz [A| = [B|, pak |B| = |A].
e Kdyz |A| = |B|a|B| = |C|, pak |A| = |C].
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Mohutnost mnozin

Definice

Necht A a B jsou mnoziny. Rekneme, Ze A ma nanejvys stejnou
mohutnost jako B, kdyz existuje prosté zobrazeni f: A — B. Tento fakt
znacime |A| < |B|. Pokud navic |A| # |B|, piSeme |A| < |B|.

Tvrzeni
Necht A, B, C jsou mnoziny. Pak
e A <Al

e Kdyz |Al < |Bla|B| < |C|, pak |A| < |C|.
e Pokud A C B, pak |A| < |B.

Véta (Cantor-Bernstein)
Necht' A, B jsou mnoziny. Kdyz |A| < |B| a |B| < |A], pak |A| = |B].
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Spocetné a nespocetné mnoziny

Definice
Méjme mnozinu A.
@ Rekneme, Ze A je konetna, pokud |A| = |{1,..., n}| pro n&jaké
neN.
@ Rekneme, Ze A je spocetné, pokud |A| = |N]|.
@ Jestlize A je nekoneCna a neni spocetna, frekneme, ze je
nespocetna.

@ Pro mnozinu, kteréa je bud spocetna nebo kone¢na, se ¢asto
pouziva termin nejvysSe spocetna mnozina.

Tvrzeni
Mnozina A je spocetna pravée tehdy, kdyz ji Ize usporadat do prosté
nékonecné posloupnosti.
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Pfiklady spoCetnych mnozin

Nasledujici mnoziny jsou spocetné:
@ Mnozina celych Cisel Z.
@ A x B pro spocetné mnoziny A a B.
@ Mnozina racionalnich ¢isel Q.

@ Méjme neprazdnou mnozinu A, ktera je nejvyse spocetna.
Mnozina A* vSech koneénych posloupnosti prvkl z A, je spocetna.
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Mohutnost mnozin

Cantorova diagonalni metoda

Véta (Cantor)
Pro kazdou mnozZinu A plati |A| < |P(A)|.

Dusledky
@ P(N) je nespocetna.
@ Mnozina realnych Cisel R je nespocetna.
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